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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

1. Finde lokale Extrema der gebrochen rationalen Funktionen.
Berechne diese Punkte mit der 1.Ableitung und Tabelle (ohne die 2.Ableitung)
Da sich die Sattelstellen automatisch ergeben, berechne auch die Sattelpunkte.

2
—x+1
f(x ):xz—er 1 Extremum
—x" +x+1

X
1+ x*

f(x)=

2 Extrema

X

X)=———— 2 Extrema
f(x) x*+2x+4

2_
f(x):ﬂ 2 Extrema
x—10

2
— 2
f(x):xzﬁ 2 Extrema
x +3x+2

3
f(x):x—H 2 Extrema

xt—x?+1

2x+5
xX)= 2 Extrema
F(x) 3x* —8x-2

2
-1
f(x)= 3);: tOx 2 Extrema
X =2x+2

X
xX)= 2 Extrema
(%) x> +12x+16

X —9x? +27x-27 1 Extremum
y—1 1 Sattelpunkt

f(x)=

X0 =3x"+3x-1 1 Extremum
J(x)= x4l 1 Sattelpunkt

f(x)= x> 1 Extremum

x+2 1 Sattelpunkt
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zu1a

X —x+1

Gegeben:| s(x)=

—x?+x+1

Gesucht:| rokale Extrema, T erassenpunkte

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

X ex+l|

L f(x)=— '

Lo Xrxl

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
d (Z(x)j‘ Z(x)en(x) — =(x)n'(x) |

i_dx n(x) - [n(x)]z i

(—xz +x+1)2

_ (2x—])-(—x2 +x+])—(x2 —x+1)-(—2x+1)—I

i f'( i
X

i (—xz +x+ ])2 i
L J

Die Klammern im Zdhler ausmultiplizieren :

1
| 7 ( ) 22X 4 2x7 + 2x+ X7 —x—]—[—2x3 +x7 +2x° —x—2x+1} |
| 4 x)= |
i (—x2 +x+ 1) i
L _____ |

Eckige Klammer auflésen : Wegen dem Minus vor der eckigen
Klammer miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :

(x)— 20 42X 4 2x 4+ X —x—14+2x X =2x7 +x+2x—1 |

i (—x2+x+1)2 i

b .
Im Zdhler die Ausdriicke sortieren und zusammenfassen :

L ax—2 i

| P 2 |

! (—" +x+1) |

e J
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

| Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung, |

i die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

4x -2

(—x2 +x+1)2 -0

Der Bruch wird Null, wenn der Zdihler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zihler gleich Null setzen :

4x-2=0

Wir losen die Gleichung durch Umstellen der Formel nach x.

Zuerst addieren wir 2 auf beiden Seiten :
4x =2

Jetzt teilen wir die Gleichung durch 4 :
2
X = =
4

Jetzt miissen wir das Ergebnis nur noch kiirzen :

die einzige Nullstelle der 1.Ableitung ist.
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslucken berechnen:

| Auf der niichsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen”. 1

|
| Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an lokalen Extremstellen

I dndern kann, sondern auch an Polen, miissen wir die Pole der Funktion berechnen.
Die gegebene Funktion lautete :

f(x)= x'—x+1

X +x+1

Pole konnen an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :
X +x+1=0

Wir benutzen die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

N _baNb —qac _—ENE—4-(D) 1 —1xVIvd 1 5
" 2a 2-(-1) -2 27 2
x1=i+£z1.618

22
xz—i—ﬁz—O.(S](S’

2 2

Dies sind die beiden moglichen Pole.

Anmerkung :

Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt, werden wir hier nicht genauer

| untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte
|
Lgesucht sind, aber nicht die Pole. b
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

r
|

Die einzige Nullstelle der 1.Ableitung lautet : x = 0.5 . Wir tragen diese Stelle

i in eine Tabelle ein, auflerdem die Stelle, an der sich moglicherweise ein Pol befin det
sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen :

X Gewabhlt: | 1.Ableitung Funktion
- bis —0.618 | unwichtig | unwichtig unwichtig
-0.618 -——— -—- moglicher Pol
—-0.618 bis 0.5
0.5 -—— Null horizontal
0.5 bis1.618
1.618 -—— -—— méglicher Pol
1.618 bis « | unwichtig | unwichtig unwichtig

< zu untersuchende Stelle

Um zu berechnen, ob es sich bei x = 0.5 um Minimum, Maximum oder Sattelpunkt

| handelt, miissen wir untersuchen, ob die Funktion in dem Intervall vor bzw. nach dieser Stelle
steigt oder fdllt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die beiden Stellen x=0 und x=1 :

Erste Ableitung

Erste Ableitung an der Stelle x =0 :

Erste Ableitung an der Stelle x =1 :

() = 4x -2
f1) (x2—2x+2)2
4-(0)-2 -2
(0) = Y,
/1) (0°-2.0+2) 4 )
41-2 2
(1) = AN
70 (¥ -2-1+2) 17

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

X Gewahlt: | 1.Ableitung Funktion
—owo bis —0.618 | unwichtig | unwichtig unwichtig
-0.618 -—— -—— méglicher Pol
—-0.618 bis 0.5 x=0 negativ fallt
0.5 -—- Null horizontal
0.5 bis1.618 x=1 positiv steigt
1.618 -——— -—- moglicher Pol
1.618 bis « | unwichtig | unwichtig unwichtig

< Minimum

i Nun konnen wir erkennen, ob bei x=0.5 ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt vorliegt.

LWeil die Funktion vor der Stelle x = 0.5 fillt und nach ihr steigt, hat sie bei lx = 0.5 ein Minimum|,
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten des Minimums berechnet : 1
| |
i X =— ist ein Minimum i
| 2 |
| |
I I
! Um die y - Koordinate des Minimums zu berechnen, setzen wir die !
| |
| x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)= xz;)ﬁ] :
! —x’+x+1
| 2 |
5 m _(’j” 12,4 3 3 ;
v (1) 2 2 4 4 4—4—34—4*—06 !
I\ 2)7 1y T2 45 45 |5 |
! 2 1 1 45 |§ !
| I A AR |
LN N -
Ergebnis:

| Das einzige Extremum der Funktion hat somit folg ende Koordinaten : |

|

|

|

( l / i j ist ein Minimum i

2 5 |

|

|

|

NOD BN LD ANONBDH0ONADHON

LLLLN 666 cooco

-5-454353252151050051152253354455
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zu1ib
Gegeben:

X
/(%)= 1+ x’
Gesucht:

Lokale Extrema, Terassenpunkte

1.Ableitung berechnen:

Zuerst miissen wir die 1.Ableitung bilden :

X Wir differenzieren die Funktion
mit Hilfe der Quotientenregel :

i[z(x)jz z'(x)-n(x) — z(x)-n'(x)

dx\ n(x) [n(x)]z
' %(X)'(1+x2)_X'%(]+x2) Um %(]erz) zu berechnen,
P RS ) o berechnen,
I+ x ) miissen wir die Summenrege

anwenden, d.h. wir miissen
jeden Summanden einzeln

differenzieren.
: - (] + 52 ) —x-2x | Zdhler vereinf achen
/'(x)=
(1 + xz)

Fi(x)= 1+x° —22x2 | Zdhler vereinf achen :

(1 +x )

]_ 2
)=

O U |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

I -1
! Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,

| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

1-x’

——=0
(]+x2)2

Der Bruch wird Null, wenn der Zdihler zu Null wird.

Wir miissen daher den Zihler mit Null gleichsetzen :
1-x°=0

Diese quadratische Gleichung losen wir durch Umstellen :

1=x’
x ==/

Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x =1 und x = -1.
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslicken berechnen:

| Auf der niichsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen". |
|

| Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an
i lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,

miissen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

X
2

I1+x

f(x)=

Pole konnen an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :
1+x° =0
Wir subtrahieren I auf beiden Seiten :

x' =1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
|
Da diese Gleichung (in der Menge der reellen Zahlen ) nicht losbar ist,kann |
|
|

Lder Nenner nicht zu Null werden und die Funktion f (x) hat somit keine Pole. |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

T T T T T T, T T T T T T T T T T T T T T T T T Tt T T T T T T T T T T T T T T T T T T T -

| Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x = —I und x = 1.
| Wir tragen diese Nullstellen der 1.Ableitung in eine Tabelle ein,
| sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen :

X Gewabhlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis —1
-1 -—— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
-1bis 1
1 -—= Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
1bis ©

Um zu berechnen, ob es sich bei x = —1 und x =1 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt,
miuissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fdllt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdhlen wir aus allen drei Intervallen eine Stelle, z.B. die drei Stellen x =2, x =0 und x=2:

2
Erste Ableitung : f'(x) = 1_—)62
(] +x’ )
2
. ' - (_2) -3
Erste Ableitung an der Stelle x = -2 : f —2) = > =—<0
(1+(-27) 2
) 1-0° 1
Erste Ableitung an der Stelle x =0 : f’(O) = =—>0
(1 + 02) 1
_ -2 -3
Erste Ableitung an der Stelle x = 2 : f’(2) =—F5="-<0
(1+27)

I Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, konnen wir
l'in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

< Minimum

< Maximum

|

| X Gewihit | 1.Ableitung | Funktion
i —obis-1| x=-2 negativ fillt

| -1 - Null horizontal
i —-1bis 1 x=0 positiv steigt

| 1 p—_— Null | horizontal
i| 1bisw | x=2 | negativ fallt

|

I

|

|

|

|

Nun kénnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind:

1. Weil die Funktion vor der Stelle x=—1 fallt und nach ihr steigt, ist bei |x = —]ein Minimum|.

l_2. Weil die Funktion vor der Stelle x=1 steigt und nach ihr fillt, ist bei |x =1ein Maximum|.
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

T T T T T oo —— oo ——— oo =1
| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet : :
| |
| |
i x = —1 fiir das Minimum i
I x= 1 fiir das Maximum |
| |
| |
i Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die i
| |
i x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x) = ; al > i
| X |
a , a
| - ] |
1) = ——— = -2 .
! 1+(-1) 2 !
| |
| 1 1 |
I 1) = = - I
! /(1) 1+71° 2 !
| |
Lo 1
Ergebnis:
rCT Tt T T TTTTTT T T T T T T TTTTTTTT T T TT T T T T al

| Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten :
|

(—1 /- %) ist ein Minimum

[1 / %) ist ein Maximum

b -
Graph
0.6
0.5 -
0.4 -
0.3 -
02 -
0.1
0
0.1+
02°
03"
04
05" f
06g 7 6 54 32101 2 3 456 7 8
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zuic
Gegeben:|rx)=—2

X’ +2x+4

Gesucht:| rokale Extrema, T erassenpunkte

1.Ableitung berechnen:

Gegeben ist die Funktion :

L i
! X !
X)=—F""—
: J(x) X +2x+4
e _
Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
Tttt TTT T 1
| d {z(x)} z'(x) n(x) — z(x)-n'(x) |
| — = |
dx| n(x) [n(x)] !
L |
Es ergibt sich als 1.Ableitung :
Tttt TTTT Tt ot T Tl 1

Die Ableitung von x ist 1. Um 2x + 2 zu differenzieren,

benutzen wir die Summenregel, und erhalten :

i f’( [

X)=
i (xz +2x+4) i
L ____ |
Zdhler ausmultiplizieren :
A T i
i (xz +2x+4)2 (xz +2x+4)2 i
- - ____ _
Zdihler vereinf achen ergibt die Losung :
P
i f’(x = s 2 i

2

! (x +2x+4) !
| |
e -
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

r-—- Tt 1
! Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen,

i miissen wir die 1.Ableitung, die wir auf der

i vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

4-x

(x* +2x+4) -0

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler mit Null gleichsetzen :
4-x" =0

Wir lésen diese Gleichung durch Umformung nach x :

x’=4

Ny

Vereinf achen :
|x| =4

Vereinf achen :
x=12

Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x =+2 und x =-2.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i Auf beiden Seiten die Wurzel ziehen :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslicken berechnen:

| Auf der ndchsten Seite werden wir den "Verlauf der I.Ableitung berechnen".|

| Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an

|

| lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,
|

miissen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

X
X'+ 2x+4

f(x)=

Pole konnen an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :
X +2x+4=0

Wir benutzen die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

_ —bi~Nb —dac  -2+N2—4-1-4 -2+-12

x =
h2 2a 2.1 2

! An dieser Stelle kénnen wir die Rechnung abbrechen :
i Die Wurzel ist (in der Menge der reellen Zahlen ) nicht definiert,
| da der Radikand negativ ist. Somit ist die Gleichung nicht lésbar,
i d.h. der Nenner der Funktion f(x ) kann nicht Null werden

i_und daher hat die Funktion f(x ) auch keine Pole. i
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

! Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x =+2 und x = —2. Wir tragen diese Nullstellen der
1. Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen :

Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis -2
-2 -—— Null horizontal
—2bis 2
2 -—— Null horizontal
2 bis «©

Erste Ableitung :

Erste Ableitung an der Stelle x = -3 :

Erste Ableitung an der Stelle x =0 :

Erste Ableitung an der Stelle x = 3 :

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

Um zu berechnen, ob es sich bei x = =2 und x =2 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
handelt, miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fdllt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die drei Stellen x = -3, x =0 und x =3 :

) 4—x
f(x (x +2x+4)
fr(_3 — _(_3)2 - ___5<0
(-3 +2:(-3)+4) ¥
4-0° 4
"(0) = =—>0
A (0 +2-0+4) 16>
4-3 -5
"(3)= = 0
7G) (32+2~3+4)Z 361

Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis -2 -3 negativ fallt
-2 -—— Null horizontal
—2bis 2 0 positiv steigt
2 -—— Null horizontal
2 bis © 3 negativ fallt

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

<= Minimum

<= Maximum

| Nun konnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind :
' 1.Weil die Funktion vor der Stelle x = =2 fdllt und nach ihr steigt, hat sie bei lx = =2 ein Minimum)|.
| 2 Weil die Funktion vor der Stelle x = +2 steigt und nach ihr fdllt, hat sie bei lx = +2 ein Maximum|,
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet : 1
| |
I x=-2 ein Minimum !
| |
I x=+2ein Maximum !
| |
i Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die i
| |
| x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=——— :
: X'+ 2x+4 |
I |
i (_2)2+2.(_2)+4 4-4+4 4 2 i
| |
| |
L f(2) == 2 -2 _ U067 |
L Z*2:2+4 L2 M6 ]
Ergebnis

! | Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten :

|
1

i [—2 / ——j ist ein Minimum

| 2

I

|

|

(2 / éj ist ein Maximum

Graph:

0.3
0.2
0.1+

-0.1 ¢
-0.2 <
-0.3 ¢
-0.4 -
-0.5 ¢

065 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zu1d
Gegeben:

X’ =7x+6
x—10

f(x)=

Gesucht:

Lokale Extrema, Terassenpunkte

1.Ableitung berechnen:
Wir miissen die 1.Ableitung bilden :

T T TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTToTomTTmmmTTTmTTT T eT T 1
! f(x)= x'=7x+6 Wir differenzieren die Funktion !
i *)= x—10 mit Hilfe der Quotientenregel : i
| |
| |
| i(z(x)]_z'(x).n(x) — z(x)-n'(x) |
i dx\n(x) [n(x)]2 i
| |
| |
L (¥ =7x+6)-(x=10) = (x* =7x+6)- £ (x=10) | Um £(x* =7x+6) und <(x~10) !
S(x)= ; issen wir di |
| ( x— ]0) zu berechnen, miissen wir die |
i Summenregel anwenden, d.h. i
: wir miissen jeden Summanden |
i einzeln differenzieren. i
| |
| |
i (2x—7)-(x—]0)—(x2 —7x+6)-] Ziihler vereinf achen : i
S ’(x) - 2 Klammern ausmultiplizieren !
: (x - ]0) :
| |
| |
: ( ) 2x7 =20x-7x+70 — (x2 —7x+ 6) Zihler vereinf achen : |
I f’ x)= . |
i (x B ]0)2 Klammer auflésen i
| |
i £i(x)= 2% =20x-7x+70 —x* +7x—6 Zdhler vereinf achen : i
i Y= ( Y- 10)2 Gleiche Summanden zusammenfassen i
| |
| |
| 2 |
| fr(w) =20 6d |
| £x _ 10_) |
ke -

Copyright by Josef Raddy und www.mathematik.net



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitungberechnen:

M T T T T T T T oo T
| Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,

| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

x? = 20x + 64
(x—10Y

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler mit Null gleichsetzen :

Diese quadratische Gleichung losen wir mit der Losungsformel
fiir quadratische Gleichungen :

—b~b —4ac _ —(—20)i\/(—20)2 —4 164 20+144 _20+12

X2 =

2a 2-1 2 2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
;
|
X =20x+64=0 :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x =4 und x = 16. !
|

|
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslicken berechnen:

I T T T -
|
|

n

Auf der ndchsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen".
i Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an
| lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,
|

miissen wir die Pole der Funktion berechnen.
Die gegebene Funktion lautete :

X’ =7x+6

() =—"1

Pole konnen nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :

x—=10=0

x=10
Der Funktion hat an der Stelle x = 10 moglicherweise einen Pol.

Anmerkung :
Ob bei x = 10 wirklich ein Pol vorliegt, werden wir hier nicht genauer
untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

i Wir addieren 10 auf beiden Seiten :
I

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| gesucht sind, aber nicht die Pole.
|
|
|
|
|
|
|
|
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

| Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x=4 und x = 16. Wir tragen diese Stellen i

| in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen.
| Auferdem tragen wir die Stelle ein, an denen sich moglicherweise ein Pol befin det :

Intervall | Gewahlt | 1.Ableitung Funktion
—oo bis 4

4 -——= Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
4 bis10

10 -—— -—— méglicher Pol
10 bis16

16 -—— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
16 bis «

Um zu berechnen, ob es sich bei x =4 und x =16 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt,
miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fillt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x=1, x=5, x=15 und x=20:

Erste Ableitung : f,(x) _ 2 — 20x + 64
(x—10)
Erste Ableitung an der Stelle x =1 : 17 -20.-1+64 45
=T B,
(1-10) 81
Erste Ableitung an der Stelle x =35 : 52_20.5+64 —11
(5-10) 25
Erste Ableitung an der Stelle x =15 : 2 _ 9. _
f'(15)=15 20 15;64 _ 11<0
(15-10) 25
Erste Ableitung an der Stelle x =20 : 2 _ 9.
f'(20)=20 20 20;—64 _ 64 20
(20-10) 100

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fillt :

L 2. Weil die Funktion vor der Stelle x=16 fillt und nach ihr steigt, ist bei x =16 ein Minimum.

Intervall | Gewahlt | 1.Ableitung Funktion
- bis 4 1 positiv steigt

4 -——= Null horizontal |< Maximum
4 bis10 5 negativ fallt

10 -—— -—— moéglicher Pol
10bis16 15 negativ fallt

16 -—— Null horizontal |< Minimum
16 bis « 20 positiv steigt

Nun kdnnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind:
1. Weil die Funktion vor der Stelle x=4 steigt und nach ihr fillt, ist bei x = 4 ein Maximum.

i 1'(5)= =—<0
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

________________________________________________________________ -
| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet : :
| |
i x =4 ein Maximum i
! x=16ein Minimum !
| |
{ Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die , l
| — |
| x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x) = % :
| X — |
| |
I 4’ -7-4+6 -6 !
! 4 = - = — = ] |
| 14 4-10 —6 |
| |
| |
! 16°-7-16+6 150 !
I 16 = = = 25 |
| f(16) 1610 6 :
Lo _l
Ergebnis:

a

| Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten : |

i (4/1) ist ein Maximum i

| (16/25) st ein Minimum !

L |

Graph:

-28 -24 -20 16 12 -8 4 0 4 8 12 16 20 24 28
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zu e

x’=3x+2
X’ +3x+2

Gegeben:| s(x)=

Gesucht:| rokale Extrema, T erassenpunkte

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

DYy
_l’_

If(X)——x'

I_ x’ +3x+2'

f;{(;};}j__;}iif;};]_:_Qi{f;ﬁﬁ{f

| dx\n(x) [n(x)] |
L __

Es ergibt sich als 1.Ableitung

!_f( ) (x —3x+2) (x +3x+2)—(x —3x+2) i(x +3x+2)—!
()= |
! (x2 +3x+2) !
L J

y (
L F(x) = |
i (xz +3x+2) i
L J
Zihler ausmultiplizieren
[Tttt TTTTTTTTTTTTTTTTTITTTTTooTTTTTTTTTTTTTTTC 1
! ' 2x" +6x" +4x—3x" —9x—-6 [Zx 6x" +4x+3x —9x+6}l
S (x) - 3 |
! (x +3x+2) !
i f'(x)— 2% +6x7 +4x-3x" —9x—6-2x +6x° —4x-3x" +9x—6 i
| - |
! (x7 +3x+2) !
L d
Zihler vereinf achen
o B

6x° —12
i f'(x) - 2 i
I (x2 +3x+2) |
| |
e -
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

e |
| Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,

| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

6x’ —12

(x2 +3x+2)2 -0

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler mit Null gleichsetzen :

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
B [
6x —12=0 !
|
|
Diese quadratische Gleichung lésen wir durch umformen nach x: i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionsliucken berechnen:

:_ _______________________________________________________________ -1
|

Auf der ndiichsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen".
i Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an
| lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,

|
miissen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

X’ =3x+2

X)=—-—"——

F(x) X' +3x+2
Pole konnen nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :
x*+3x+2=0

Wir benutzen die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

. _ —btNb’ —d4ac  -3+~N3 -4-1-2 -3+] -3+]
1,2 — -

2a 2-1 2 2

Mogliche Pole sind die Stellen x = —1 und x = -2.

Anmerkung :
Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt, werden wir hier nicht genauer
untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte

gesucht sind, aber nicht die Pole.
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

! Die Nullstellen der 1. Ableitung lauteten : x=+2 und x=—J2. Wir ragen K
' diese Nullstellen der 1.Ableitung in eine Tabelle ein, zweitens die Intervalle |
: vor und nach diesen Stellen, sowie drittens die moglichen Pole : i
| X Gewahlt | 1.Ableitung Funktion |
i - bis —2 | unwichtig unwichtig i
! -2 -—- - méglicher Pol :
|| —2bis—+2 |
! -2 -——— Null horizontal |< zuuntersuchende Stelle !
|| =v/2 bis -1 i
! -1 - - méglicher Pol !
|| —1bis 2 :
i J2 —-——— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle i
| |
| |
I Um zu berechnen, ob es sich bei x=—2 und x = \/E um Minima, Maxima oder Sattelpunkte !
i handelt, miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen i
| steigt oder fdllt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen. !
| |
| |
I Dazu wdéhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x=—-1.5 , x=—1.4 , x=0und x=2: !
| |
| |
l 6x° 12 l
i Erste Ableitung : [ (x) = !
| (xz +3x+2 ) |
| |
| |
| 2 |
I 6-(-1.8) -12 I
| Erste Ableitung an der Stelle x =—1.5 : f'(-1.5)= ( ) 7= (1)6525 |
| 2 . |
i ((—1.5) +3(—1.5)+2) i
I 3 I
| 6-(—1.4) -12 - |
i Erste Ableitung an der Stelle x =—1.4 : f’(—1.4) = ( ) > = 0.24 <0 i
| ((-1.4)2 +3(-1.4)+ z) 0.0576 |
| |
| .0N? _ |
i Erste Ableitung an der Stelle x =0 : f ’(0) = Lﬂz = _12 <0 |
| (0°+3-0+2) 4 |
| |
I 2 _ I
i Erste Ableitung an der Stelle x =2 : f'(2)= L]ZZ 12 —>0 i
I (22+3-2+2) 144 I
| |
| |
! Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir !
| in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fiillt : I
i x Gewahit | 1.Ableitung [ Funktion i
i | —obis —2 | unwichtig | unwichtig unwichtig |
| - |
! -2 -——— -——— moglicher Pol !
|| =2 bis —+/2 -1.5 positiv steigt !
E -2 -——— Null horizontal |< Maximum E
' =2 bis -1 -1.4 negativ fallt :
i -1 - - méglicher Pol i
'l —1bis /2 0 negativ féllt :
i J2 -—— Null horizontal |< Minimum i
|| /2 bis » 2 positiv steigt !
i Nun kénnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind : i
| Weil die Funktion vor der Stelle x = — 2 steigt und nach ihr fdllt, hat sie bei |x =2 ein Maximum| i
| V_Vfil_ﬁfl_e_@'zk_ﬂ_e"_rer_fffr_:?fe_l{e_)f__t[_fia_”_f_%"_d_ﬂfffz_ﬂzr_ff_ezgf__’za_f_s_lé?_ﬂ_k__tf_ezfzﬁ{lﬂfwl____J
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

e et st -
| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

X = —\/E ein Maximum
X = +\/§ ein Minimum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die
x°=3x+2

x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete . f(x)=—;
x +3x+2

~ |=33.970563

)= (_\5)2 =3-(V2)+2 5i3342 4432

_J2 - _
d (_ﬁ)2+3.(_ﬁ)+2 2-3J2+42 4-32

1(42) - (2) -3 (2) 2 (2) -3 (2)+(2) _(2)|(2)-3+(2)]
(V2) +3:(V2)+ 2 (V2) +3:(2) (V2] (V2)[(N2)+3+(v2)]
()3 7) 2B ()3 s e
W) 2(R)es (s W T i
Ergebnis

| Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten —!
|
(—\/5 /- 33.970563) ist ein Maximum !
|
|

(ﬁ / —0. 0294372) ist ein Minimum
L

40 | /\
50

“0-9-8-7-65432-10123458678 910
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zu 1f
Gegeben: fla)e Xt

x'—xt+1

Gesucht :| rokale Extrema, Sattelpunkte

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

P Py |

X +Xx
| f(xX)=————
L Y Xt
Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
N T
ld (z(x)j z'(x)-n(x) — z(x)-n'(x) |
| I — = |
| dx\n(x) [n(x)] |
L
Es ergibt sich als 1.Ableitung :
-ttt Tt Tttt T T T T T 1
i ' %(x3+x)-(x4—x2+1)—(x3+x) di(x4—x2+]) i
| f (x) 4 2 2 |
! (x -X +1) !
L J

i f’( [

xX)=
i (x" - x’ +1) i
L J
Zdhler ausmultiplizieren :
=== e e
: ’ 3x6—3x4+3x2+x4—x2+1—[4x6—2x4+4x4—2x2J:
(%) = — |
! (x -X +1) !
if,(x)_3x6—3x4+3x2+x4—x2+1—4x6+2x4—4x4+2x2 i
| - |
: (x4 —x’ +1)2 :
S _
Zdhler vereinf achen :
P
Lo, —x" —4x" +4x + 1
()= :
! (x —-X +1) !
| |
e —
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

T T T e

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

—x’ —4x’ +4x* +1
(x4 -x’+1 )2 B
Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird. Wir miissen daher den Zdihler gleich Null setzen :
—x' —4x' +4x° +1=0
Wir multiplizieren die Gleichung mit —1:
X' +4xt —4x’ —1=0

Dies ist eine Gleichung 6.Grades, fiir die es keine Losungsformel gibt. Man kann
aber eine Substitution durchfiihren (x* = z ) und erhilt eine Gleichung 3.Grades:

244z —4z-1=0

Da man in der Schulmathematik die Losungsformel fiir Gleichungen 3.Grades nicht lernt,
m

tissen wir eine andere Methode versuchen, um diese Gleichung 3.Grades zu losen.

Wir erinnern uns an einen Satz aus der Alg ebra : " Falls eine ganzrationale Funktion
ganzzahlige Losungen hat, dann sind sie unter den Teilern des Absolutgliedes zu finden" .
Wir l6sen die Gleichung also durch Probieren, indem wir die " Teiler des Absolutgliedes"
(+1 und —1)der Reihe nach in die Gleichung einsetzen :

Wir erhalten die Losungen der substituierten Gleichung :

Da eine Gleichung 3.Grades aber aber drei Losungen haben kann, miissen wir nach weiteren
Losungen suchen. Weil z = I eine Losung ist, konnen wir den Faktor (z — 1) aus der Gleichung
3.Grades abspalten. Dazu teilen wir die Gleichung 3.Grades durch (z—1):

(23 +4z7° —42—]) (z=1) = 22 +5z+1
Die Gleichung 3.Grades kann man also schreiben als :
(27 +5z+1)-(z=1)=0

Ein Produkt ist ja genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist.
Die restlichen Losungen liefert die linke Klammer, wenn wir sie mit Null gleichsetzen :

Z2+5z4+41=0

Zur Losung dieser quadratischen Gleichung benutzen wir die Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen :

_—bab’ —dac  —5+5°—4-1-1 |-5% 21

2a 2-1 2

Nun fithren wir die Riicksubstitution durch: x> = z. Dies fiihrt zu den zwei Gleichungen:

, —5+321

x* =1 und x° =
2

Zj5

Die erste Gleichung ergibt die |L68ungen x=-1und x = 1|. Die zweite Gleichung ist unlosbar, denn
auf der rechten Seite stehen negative Werte, aber die linke Seite ist (als Quadrat ) stets positiv.

oy L e L L L L L
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslicken berechnen:

| Auf der nichsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen”. K

i Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,

miissen wir die Pole der Funktion berechnen.
Die gegebene Funktion lautete :

3
x +x
X)) =————
J(x) xt—xt 41
Pole konnen nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :
x'—x’+1=0

Wir benutzen das Losungsverfahren " Substitution”, sodaf3 eine quadratisch Gleichung entsteht,
die wir mit der " Losungsformel fiir quadratische Gleichungen" l6sen. Zundchst substituieren

. 2
wir also x* durch z :

Z2—z+1=0

Jetzt benutzen wir die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen",
um die substituierte Gleichung zu losen :

_ bt —dac _—(N)ED) 400 qxIo4 14473
2

12 = 2a 2.1 2

An dieser Stelle konnen wir die Rechnung vorzeitig abbrechen :

! Die Wurzel ist (in der Menge der reellen Zahlen ) nicht definiert,
i da der Radikand negativ ist. Somit ist die Gleichung nicht losbar,
\ d.h. der Nenner der Funktion f(x) kann nicht Null werden

i und daher hat die Funktion f(x ) auch keine Pole.

Copyright by Josef Raddy und www.mathematik.net



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

! | Die Nullstellen der 1. Ableitung lauteten : x = +1 und x =—1. Wir tragen diese Nullstellen der

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

I

|

| X Gewihlt | 1.Ableitung | Funktion
i —o0 bis —1

| -1 - Null horizontal
[ 1bis1

I — Null | horizontal
|| 1bis

|

1.Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen :

1 Um zu berechnen, ob es sich bei x =—1 und x =1 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
I handelt, miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
| | steigt oder fdllt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

| Dazu wihlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x=—-2, x =0 und x =2 :

Erste Ableitung :

Erste Ableitung an der Stelle x = -2 :

Erste Ableitung an der Stelle x =0 :

Erste Ableitung an der Stelle x = 2 :

f,(x)_—x6—4x4+4x22+1

(x4—x2+])
(o2 AR A2 T i
N R
oy —(0) —4(0) +4(0) +1 _1
f(O): > =—=>0

(o) -0y +1]
(g2 42442241 -1l
f'(2)= -2+ =50

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

< Minimum

< Maximum

X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
—oo bis -1 -2 negativ fallt
-1 -—— Null horizontal
-1bis 1 0 positiv steigt
1 -—— Null horizontal
| 1bis «© 2 negativ fallt

| Nun kénnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind :

|
| Weil die Funktion vor der Stelle x = —1 fillt und nach ihr steigt, hat sie bei lx = —1 ein Minimuml|.
l Weil die Funktion vor der Stelle x = +1 steigt und nach ihr fdillt, hat sie bei lx = +1 ein Maximum).
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

!_Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet : B

x = —1 ein Maximum

x = +1 ein Minimum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

3
x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x) = 4x—+2x]
X' —-x+
f(—1) _ (_1)3 +(_1) _ —2 _
(=1 (=) +1 1
7 +1 2
1) = —Z_
I_{E_)____Zi___1_2_‘tl___]___|z_| __________________________________________ |
Ergebnis:
| Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten : |
i (—1 /- 2) ist ein Maximum i
: (]/2) ist ein Minimum :
____________________________________________ 4
Graph
3
2L
1L
0
-1+
2+
-3
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zuig

. o 2x+)5
Gegeben: f()=55

Gesucht:| rokale Extrema, T erassenpunkte

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

L 45

| _ X+ |

Lf(x)_s 2 _8x-21

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
N 1

| d (z(x)] z'(x) n(x) — z(x)-n'(x) |

| — = |

| dx{n(x) [n(x)] |
L __

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

(204 5) (3 8- 2)~(2x45) £ (32 —8x-2) |
| f'(x)—d( x+ )( X —8x— )—( X+ )~$( X —8x— ) |
i (3x2 —8x—2) i
L |

i f'( i
x)=

i (3x2 —-8x— 2) i

L -

Zihler ausmultiplizieren :

N T

| 6x° —16x—4—(12x" —16x+30x—40) |

S (x) = ; ; |

! (3x —-8x— 2) !

L -

Klammer auflésen :

—

e 6x7 —16x—4—12x" +16x—30x+40 |

/(%)= :

! (3x2 —-8x— 2) !

:_ ___________________________________ |

Ausdriicke sortieren ergibt die gesuchte Ableitung

-

| _ 2 |

| 2 |

! (3x —-8x— 2) !

| |

e -
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nulistellen der 1.Ableitung berechnen:

| Um die Nullstellen der 1 .Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

—6x° —30x+36 _

(32" —8x-2) ’

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler gleich Null setzen :

—6x" —30x+36=0
Wir multiplizieren die Gleichung mit —1 :
6x° +30x—36=0

Wir l6sen die Gleichung mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

b\ —dac _—30%30° —4-6-(=36) 3042

X2 =

2a 2-6 12

:_Wir erhalten als Ergebnis, dass lx = 1 und x = —6| die Nullstellen der 1 Ableitung sind |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslicken berechnen:

| Auf der nichsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen” |

| Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an

|

| lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,
|

miissen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

2x+5
X)=———
/(%) 3xT —8x-2

Pole konnen nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :
3x° -8x-2=0

Wir benutzen die " Losungsformel fiir quadratische Gleichungen" :

b\ —dac_ ~(B)+((-8) ~4:3-(-2) s+ 58

12 = 2a 2.3 6

x, = 2.897
x, = —0.230

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
| Anmerkung :

i Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt, werden wir hier nicht
i genauer untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte

i_gesucht sind, aber nicht die Pole. |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

i Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x=—6 und x=1. Wir tragen diese Nullstellen der
| 1.Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen.
| Auferdem tragen wir die beiden méglichen Pole in die Tabelle ein :

: X Gewahlt [1.Ableitung| Funktion

| [ —obis—6

! -6 -—— Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
| | -6 bis — 0.23

l -0.23 - - méglicher Pol

| [ —0.23bis1

| 1 -—- Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
| | 1bis 2.897

: 2.897 p—— p—— méglicher Pol

i 2.897 bis © | unwichtig | unwichtig unwichtig

| Um zu berechnen, ob es sich bei x =—6 bzw. x =1 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt,

| miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen steigt oder fillt,
| indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

! Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die Stellen x=—10, x=—1, x=0 und x=2:

2
Erste Ableitung : f '(x) _ —6x" —30x+ 326
(3x2 —8x— 2)
—6-(=10) -30-(-10)+36  —
Erste Ableitung an der Stelle x=—10 : V& (_10) _ ( ) ( ) + _ 264

(3-(~10)" ~5-(~10)—2] 142854

; _=6-(=1) =30-(-1)+36 60

(3 (1) =8-(=1)- 2)2 81

Erste Ableitung an der Stelle x =—1 : f' (— >0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
2
i Erste Ableitung an der Stelle x =0 : f’(O) = 6:0°-30-0+ 326 = 36
! (3-00-8-0-2) 4
: 2
i Erste Ableitung an der Stelle x =2 : f’(2 = =6-2 -30-2+ 326 = —24-60+36 = 48 <0
i (3-22—8-2—2) 36 36
i Anmerkung fiir Profis :
! Da der Nenner stets positiv ist (durch das Quadratzeichen ) hétten wir ihn eigentlich nicht berechnen miissen!
! |Das Vorzeichen der ersten Ableitung wire ndmlich dadurch identisch mit dem Vorzeichen des Zihlers.
| Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
| in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fillt :
| X Gewahilt [1.Ableitung | Funktion
| —oobis—6 -10 negativ fallt
: -6 -——— Null horizontal |< Minimum
| | -6 bis —0.23 -1 positiv steigt
i -0.23 -—— -—— méglicher Pol
| —0.23 bis1 0 positiv steigt
: 1 -—— Null horizontal |< Maximum
|| 1bis 2.897 2 negativ fallt
| 2.897 p—_— — méglicher Pol
I'| 2.897 bis © | unwichtig | unwichtig unwichtig

| Nun kénnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind :

I Weil die Funktion vor der Stelle x =—6 fillt und nach ihr steigt, hat sie bei |x = —6 ein Minimuml.
| | Weil die Funktion vor der Stelle x = I steigt und nach ihr fdllt, hat sie bei lx = 1 ein Maximum|.
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

il
! Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

x =—6 ein Minimum

x = +1 ein Maximum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete :  f(x) = 3
|
|
|
|
|
|
|
|
|

2x+5
X' —8x-2
2.(=
£(=6)= 2( 6)*5 | 7 |.o00454545
3(-6) -8-(-6)-2 | 154
2-1+5 7
1) = =—Z=|-1
L{_(_2____3_'_1_2_—_§;1_—_2____Z__ ______________________________________ N

Ergebnis:

| Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten : |
|

|

|

7\, :

—6 | ——— | ist ein Minimum |
154 !

|

|

(1/-1) ist ein Maximum

A |

-15-14-13-12-11-10 9 -8 -7 6 -5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zu1h

3xX?+6x—1
X' =2x+2

Gegeben:| 7(x)=

Gesucht:| rokale Extrema, T erassenpunkte

1.Ableitungberechnen:
Gegeben ist die Funktion :

oo
| 3x° +6x—1|

Hii sy

N S -

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
N m

| d (Z(x)j _z(x)n(x) — z(x)-n'(x) |

| — - |

dx\ n(x) [n(x)]z !

-

Es ergibt sich als 1.Ableitung :
N l

! 437 +6x—1)(x7 = 2x+2)=(3x" +6x—1)- &(x" = 2x+2) |
()= 2 :

! (x* = 2x+2) !

L |

Um (3x2 +6x—1 ) bzw. (x2 - 2x+ 2) zu differenzieren, benutzen wir die Summenregel, und erhalten :
N 1

:f( (6x+6)-(x* = 2x+2)=(3x" +6x—1)-(2x-2) |

U F(x) = |

i (x2 -2x+ 2) i
L -

Die Klammern im Zdhler ausmultiplizieren :

-ttt TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTToTTTTTTTTTTT T 1
! (x) 6x' —12x" + 12x+6x" —12x+ 12 6x° —6x" +12x" —12x=2x+2] |
U F(x) = |
| (x* - 2x+2) |
S -

Eckige Klammer auflosen : Wegen dem Minus vor der eckigen
Klammer miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :

r-- T T T T T T T T, T T T T T TTTTTTTTTT T T TS TTTTTTTTTTT T TTTT T T =
i f'(x) B 6x’ —12x° +12x+6x" —12x+12—6x" +6x° —12x° + 12x+ 2x -2 i
| (x* —2x+2) |
| |
e -
Im Zdhler die Ausdriicke sortieren und zusammenfassen :

r-TT T Tt T T T T T T T T T T al

| 2 |

Lo, —12x" +14x+10

(%)== |

i (x" —2x+2)"

R _:
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nulistellen der 1.Ableitung berechnen:

| Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitng, |

|
| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

—12x° + 14x+10 _

(x2 —2x+2)2 ’

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.

Wir miissen daher den Zdhler gleich Null setzen :
—12x* +14x+10=0

Wir l6sen die Gleichung mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen :

bab —dac  —HEJI£ —4(-12)10 14126

2a 2-(—12) —24

X1z

Wir kiirzen die beiden Briiche, und erhalten :

14426 121

X, =

-24 -24 2
—14-26 —40 5
x2 = = = —
-24 -24 3
. . 1 5| .. : :
Wir erhalten als Ergebnis, dass |X = ~3 und x = 3 die Nullstellen der 1.Ableitung sind.
e e eSS J
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslicken berechnen:

e T, T T T T LT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ,7_[

| Auf der ndchsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .

i Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an
i lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,
miissen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

X +6x-1
X' =2x+2

f(x)=

Pole konnen nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :
X' =2x+2=0

Wir benutzen die " Losungsformel fiir quadratische Gleichungen" :

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
P —dac_—(-Dx\(-2) 412 2
T Ty T 2.1 T2
|
:
| An dieser Stelle konnen wir die Rechnung vorzeitig abbrechen :
i Die Wurzel ist (in der Menge der reellen Zahlen ) nicht definiert,
i da der Radikand negativ ist. Somit ist die Gleichung nicht losbar,
i d.h. der Nenner der Funktion f(x ) kann nicht Null werden

und daher hat die Funktion f(x) auch keine Pole.

|
|
e —
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

1
i Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten: x=—— und x zi. Wir tragen diese Nullstellen der

Pl Ableitung in eine Tabelle ein, soweit zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen :

| X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion
|

- biS—1

! 2

i —% _ Null horizontal
|

|

- pis 2

2 3

|

i g - Null horizontal
|

|3 bis w0

i3

|

|

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

1
! Um zu berechnen, ob es sich bei x=—— bzw. x =£ um Minima, Maxima oder Sattelpunkte

| handelt, miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
| steigt oder fillt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Erste Ableitung :

Erste Ableitung an der Stelle x=—1:

Erste Ableitung an der Stelle x =0 :

Erste Ableitung an der Stelle x =2 :

i Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.b. die drei Stellen x=-1, x=0und x=2:

12X+ 14x+ 10

f(x
) (x* —2x+2)
2
(-1 :—12-(—1) +14-(—1)+210:_]6<0
((-1)2 —2.(—1)+2) 25
2
f,(o):—zz-o +14-0+210:Q>0
(02—2-0+2) 4
2
f,(2)2—12-2 +14-2+10:—10<0

(22—2-2+2)2 4

Da der Nenner stets positiv ist (durch das Quadratzeichen ) héitten wir ihn eigentlich nicht berechnen miissen!

Das Vorzeichen der ersten Ableitung wdre ndmlich dadurch identisch mit dem Vorzeichen des Zihlers.

< Minimum

< Maximum

Weil die Funktion vor der Stelle x = —é fallt und nach ihr steigt, hat sie bei

Weil die Funktion vor der Stelle x = 2 steigt und nach ihr fdllt, hat sie bei |x = % ein Maximum)|.

Gepyright—byi]osef—Raddyundwwwmathema i

Anmerkung fiir Profis :
Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, konnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fillt :
X Gewaihlt | 1.Ableitung | Funktion
- bis — % -1 negativ fallt
—% - Null horizontal
1,. 5 L .
—— bis 3 0 positiv steigt
g -—- Null horizontal
% bis «© 2 negativ fallt

Nun kénnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind :

1 . ..
x= —3 ein Minimum|.




Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

R S A S =N DU N et §
| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :
1
X = —3 ein Minimum

5 . .
X= } ein Maximum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
l 5 l
i x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete :  f(x) = M i
| x°—=2x+2 |
| 2 |
i 3 (—1j +6 (—1) 1 2_3_1 _13 i
I A 2) _4 4] |
| 2 1Y 1 1 13 |
| (_j _2.(_j+2 —+1+2 — !
I 2 2 I
I I
| |
I 2 I
| 3@ +6.(5j ;325,30 156 |
I I 3 3 3 9 _|]2 I
1713 5 5 25 10 E :
RACEONE =
I 3 3 9 3 I
e e -
Ergebnis
| Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten : |
| |
| (—é /—Ij ist ein Minimum |
| |
| |
! 3 ist ein Maximum !
L L ____ |
Graph:
14 +
12 ¢
10 ¢
8|
6 L
4 "
2 L
0
2+
4L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zu 1i

. _ X
Gegeben:| s(x)- X’ +12x+16

GeSUCht: Lokale Extrema, Terassenpunkte
p

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

. 1
| X |
X)=—————
O e 1s
[ il
Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
[N 1
| d (Z(x)] z'(x) n(x) — z(x)-n'(x) |
| I — = |
| dx(n(x) [n(x)] |
- - __
Es ergibt sich als 1.Ableitung :
Tttt Tttt T T T T T l
:f( ) 4 (x)-(x7 +12x+16)—x- 4 (x* +12x+16) |
| ! x)= - |
| (x* +12x+16) |
L _l
Um (x2 +12x+ ]6) zu differenzieren, benutzen wir die Summenregel, und erhalten :
N Bl
:f( (X +12x+16)-x-(2x+12) |
| 4 x)= |
| (x* +12x+16) |
L J
Die Klammern im Zdhler ausmultiplizieren :
a
| X+ 12x+16 -] 227 +12x] |
/()= '
|
|

(x* +12x+16) |

Eckige Klammer auflosen : Wegen dem Minus vor der eckigen
Klammer miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :
r—- T T T T T T T T T T TT T T T T T T T T T _:

|

: X+ 12x+16-2x7 —12x

|f%x) |
| (x* +12x+16)
| |
- —
Im Zdhler die Ausdriicke sortieren und zusammenfassen :
Tt T T T T T T T T T T T T T -1

| 2 |

UL, 16 —x !

L S(x) == 7!

| (x*+12x+16) |
- - —
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

| Um die Nullstellen der 1. Ableitung zu berechnen, miissen wir die . Ableiung, i

| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

16 — x°

(x* + 12x+16) -0

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.

Wir miissen daher den Zihler gleich Null setzen :

Wir lésen die Gleichung, indem wir die Gleichung nach x° auflosen :
16 = x°
Wir ziehen auf beiden Seiten die Wurzel :

x =14

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
16—x" =0 i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

I_Wir erhalten als Ergebnis, dass |X =—4 | und |X = 4| die Nullstellen der 1.Ableitung sind. |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslicken berechnen:
!’ ““““““““““““““““““““““““““““““““““ |
|

Auf der ndchsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen".
| Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an
|
| lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,

|
miissen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

X

X)=——————
(=) x> +12x+16

Pole konnen nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :

XX +12x+16=0

_—b+b’ —dac  —12+12°—4-1-16 —12+80

X1 =

2a 2-1 2

J80

X, :—6+TZ—].53
J80

X, :—6—7z—]0.47

Dies sind die beiden moglichen Pole.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i Anmerkung :
|

|

Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt, werden wir hier nicht genauer
|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
Wir benutzen die " Losungsformel fiir quadratische Gleichungen" : i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
| untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte !
|

|

i_gesucht sind, aber nicht die Pole. 1
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

i Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x =—4 und x =4. Wir tragen diese Nullstellen der

1 Ableitung in eine Tabelle ein, soweit zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen.

|

|

| X Gewahlt | 1.Ableitung | Funktion

I| —oobis —10.47

| -10.47 -—— -—— mdéglicher Pol
i -10.47 bis -4

! -4 -—- Null horizontal

| =4 bis —1.53

| -1.53 -—= -—- mdéglicher Pol
i -1.53 bis 4

! 4 -—— Null horizontal

! 4 bis «

|

Auferdem tragen wir die beiden Pole ein, die wir auf der vorigen Seite berechnet haben :

< zu untersuchende Stelle

< zu untersuchende Stelle

i Um zu berechnen, ob es sich bei x =—4 bzw. x =4 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
1 handelt, miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen

| steigt oder fillt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

| . .
i Dazu wdhlen wir aus

Erste Ableitung :

Erste Ableitung an der Stelle x =-5 :

Erste Ableitung an der Stelle x=-2:

Erste Ableitung an der Stelle x =0 :

Erste Ableitung an der Stelle x=15 :

Jjedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen —5, —2, 0 und 5:
, 16 —x°
J'(x)=— 5
(" +12x+16)

16 — (-5 9
fr(_5)= - ( ) - :E<0
((-5) +12:(-5)+16)

16 —(-2Y
f'(-2)= (-2) B =£>0
((-2) +12:(-2)+16) 1O
16 - 0° 16
f'(0)= = >0
(©) (0°+12-0+16) 236
2
£1(5)= 16-5 - 9
(8% +12-5+16) 10201

Anmerkung fiir Profis :
Da der Nenner stets positiv ist (durch das Quadratzeichen ) hdtten wir ihn eigentlich nicht berechnen miissen!
Das Vorzeichen der ersten Ableitung wdire ndmlich dadurch identisch mit dem Vorzeichen des Zdihlers.

X Gewahlt | 1.Ableitung Funktion
- bis —10.47 ——— | hier unwichtig | hier unwichtig
-10.47 -—— -—— moéglicher Pol
-10.47 bis -4 -5 negativ fallt
-4 -——= Null horizontal
-4 bis —-1.53 -2 positiv steigt
-1.53 -—— -——= méglicher Pol
-1.53 bis 4 0 positiv steigt
4 -—— Nulil horizontal
4 bis « 5 negativ fallt

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, konnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fdllt :

< Minimum

< Maximum

! Nun kénnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind :

| Weil die Funktion vor der Stelle x =—4 fillt und nach ihr steigt, hat sie bei |x = —4 ein Minimum|.

i | Weil die Funktion vor der Stelle x = 4 steigt und nach ihr fdllt, hat sie bei |x = 4 ein Maximuml.
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| D T R T -1
! Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

x = —4 ein Minimum
x =4 ein Maximum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die
X

x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=—5———
x +12x+16

=10.25

X —4
S(=4)= (~4) +12-(~4)+16 16

1
4

(4) -~ -4 _1_10.05
L ___ 4 +12-4+16_80_ 20 ————— 2

! Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten —!
(—4 /0. 25) ist ein Minimum i

|

( 41/0. 05) ist ein Maximum !

6 4 2 0 2 4 6

1
oo
oo

Hinweis:
Das x=4 ein Maximum ist, kann man am Graphen schwer erkennen, da die Funktion fiir x>4 nur sehr langsam fallt.
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zu 1j

X —9x? +27x=27
x—1

Gegeben:| 7(x)=

Gesucht:| rokale Extrema, T erassenpunkte

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

X0y 27x-27 |

f(x)= |

O 4

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
N 1

| d (z(x)] z'(x) n(x) — z(x)-n'(x) |

| — = |

dx\ n(x) [n(x)]z !
L

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

ot iyttt -
i ' ;—’V(xS—QxZ+27x—27)~(x—])—(x3—9x2+27x—27)-$(x—]) i
! S'(x)= 2 !
| (x - ]) |
L 4

i n
| (35" —18x+27)-(x=1)—(x* = 9x" + 27x—27)-1 |

| ! — |

| f (x - 2 |

| (x—1) |
S -

Das Ausmultiplizieren der Klammern ergibt :
ittt -

2
| —
| (x=1)
Klammer auflosen : Wegen dem Minus vor der Klammer
miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :

-ttt Tttt oTTTTT YTt TTTTT T T T T 1
Lo 300 =37 18" +18x+27x =27 —x' +9x° = 27x+27 |
! (x) = 2 !
| (x=1) |
- _
Im Zdhler die Ausdriicke sortieren und zusammenfassen :

1

| 2x° —12x7 +18x |
| X)= 3 :
: (x—]) |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

i Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir_c}i_e_l_.z_él_b}e_i;z;n_g_, _________ 1
| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen : |
| |
| |
2% —12x7 +18x 0 :
| = |
| (x—1 )2 !
I I
I I
| Der Bruch wird Null, wenn der Zihler zu Null wird. !
| Wir miissen daher den Zihler gleich Null setzen : !
L , I
I 2x" —12x" +18x=0 !
| |
i Wir klammern x aus und erhalten : i
| |
| x(2x? = 12x+18)=0 i
| |
| |
| Wir erhalten die erste Losung x =0, wenn wir uns an den Satz erinnern : !
| Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist. !
| Die iibrigen Losungen ergeben sich, wenn man die Klammer mit Null gleichsetzt : !
| |
| 2% —12x+18=0 i
| |
i Wir 16sen diese quadratische Gleichung mit Hilfe der Losungsformel: i
| |
| > |
i L ~b+~b? —dac —(—12)i\/(—12) —4-2-18  12+144 144 _12_, |
| 2a 2.2 4 4 :
I I
I I
LWir erhalten als Ergebnis, dass |X =0 | und |X = 3| die Nullstellen der 1.Ableitung sin d.J'
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslicken berechnen:
!’ ““““““““““““““““““““““““““““““““““““ =
|

Auf der ndchsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen".
| Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an
|
| lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,

|
miissen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

X —9xT +27x-27
f(x)=

x—1

Pole konnen nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :

Auflosen der Gleichung nach x ergibt :
x=1
Dies ist ein moglicher Pol.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| x—1=0
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i Anmerkung :
:
|

Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt, werden wir hier nicht genauer

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte !
|
|

i_gesucht sind, aber nicht die Pole. |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

1l Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen :

\[ x| Gewahit [1.Ableitung | Funktion

! | —obis 0

| 0 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
i 0 bis 1

! 1 -—— -——- méglicher Pol

'l 1 bis 3

: 3 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
i 3 bis «

| Um zu berechnen, ob es sich bei x =0 bzw. x =3 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte

! handelt, miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
i steigt oder fillt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

|

| Dazu wdhlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.b. die vier Stellen x=—1, x=§ , x=2 und x=4:

3 2
Erste Ableitung : f’(x) BECNMEER 2+ [8x
(x-1)
2.(=1) —12-(-1)" +18(-1) -
Erste Ableitung an der Stelle x =—1 : f(-1)= ) ( Z (=1) _ 32 <0
(=1-1) 1
1)’ 1)’ 1
i et
Erste Ableitung an der Stelle x =21 : f'(l) = 2 2 > 2) _ 6.25 >0
2 (1_ ) 0.25
2
3 —_— . 2 .
Erste Ableitung an der Stelle x =2 : f’(2) = 2:2-12:2 2+ 18-2 =i >0
(2-1) 1
3 —_— . 2 .
Erste Ableitung an der Stelle x =4 : f’(4) = 2-4 (]42 4)2+ 18-4 =%> 0
-1

Da der Nenner stets positiv ist (durch das Quadratzeichen ) hdtten wir ihn eigentlich nicht berechnen miissen!

Das Vorzeichen der ersten Ableitung wdre ndmlich dadurch identisch mit dem Vorzeichen des Zdihlers.

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, konnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fillt :

X Gewaihlt | 1.Ableitung Funktion
—obis 0 -1 negativ fallt

0 -——- Null horizontal |< Minimum
0 bis 1 1 positiv steigt

1 -—— - - - méglicher Pol
1 bis 3 2 positiv steigt

3 -——— Null horizontal |< Sattelpunkt
3 bis « 4 positiv steigt

Nun kénnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind :

1. Weil die Funktion vor der Stelle x =0 fillt und nach ihr steigt, hat sie bei lx = 0 ein Minimum|,
2. Weil die Funktion sowohl vor als auch nach der Stelle x = 3 steigt,

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I | Anmerkung fiir Pr ofis :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

hat die Funktion bei |x = 3 einen Sattelpunkt|.
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

! | Wir haben bereits x - Koordinaten des Extremums bzw, Sattelpunktes berechnet :
x = 0 ein Minimum
x =3 ein Sattelpunkt

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die
X =9x? +27x-27
x—1

3— . 2 . —_— —
f(o):0 9 00+2]7 0 27: 217:27

|
|
|
|
|
|
|
|
|
| x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x) =
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

3 ~-9.3°+27-3- 27 _0 @
- ___ 3__] ______________________________________________________ 1

| [ Das Extremum bzw. der Sattelpunkt der Funktion hat folg ende Koordinaten : 3

i (0/2 7) ist ein Minimum i
i_ (3/0) ist ein Sattelpunkt |

8 7 6 5 4321012 3 456 7 8
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zu 1k

X =3x" +3x-1
x+1

Gegeben:| s(x)=

Gesucht :| rokale Extrema, T erassenpunkte

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

X3P 43xd|
e
L )i —_'_ ______ N
Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
N m
| d (z(x)] 2'(x)-n(x) — z(x)-n'(x) |
| I — = |
dx\ n(x) [n(x)]z !
- __
Es ergibt sich als 1.Ableitung :
=TT a
i ’ %(xj—3x2+3x—])-(x+1)—(x3—3x2+3x—])-%(x+])i
| f (x) - 2 |
| (x+1) |
L 4
Um (x3 —3x" +3x—1 ) bzw. (x +1 ) zu differenzieren, benutzen wir die Summenregel, und erhalten :
r—— T T TTT T T T T TTTTTTT T T TTTTTTT T T T T T— -
I 2 3 2 !
()= (3x" —6x+3)-(x+1)—(x’ =3x" +3x-1) 1 |
| (x+1) |
L _l
Die beiden ersten Klammern ausmultiplizieren :
sttt =
i ) 3x3+3x2—6x2—6x+3x+3—(x3—3x2+3x—])i

! x —
| (x+1) |
b 4

Klammer auflésen : Wegen dem Minus vor der Klammer
miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :

St
! ,( ) 30 +3x° —6x" —6x+3x+3-x +3x" =3x+1
| - |
I (x+1) I
L |
Im Zdhler die Ausdriicke sortieren und zusammenfassen :
[ 1

| 2% —6x+4 |

i f’(x) == xz i

| (x+1)° |

L |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

i Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

2x’ —6x+4
=0
(x+])

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler gleich Null setzen :

23 —6x+4=0
Wir teilen die Gleichung durch 2, wodurch kleinere Koeffizienten entstehen,
x'=3x+2=0

Da man in der Schulmathematik die Losungsformel fiir Gleichungen 3.Grades nicht lernt,
miissen wir eine andere Methode versuchen, um diese Gleichung 3.Grades zu losen.

Wir erinnern uns an einen Satz aus der Alg ebra : "Falls eine ganzrationale Funktion
| ganzzahlige Lésungen hat, dann sind sie unter den Teilern des Absolutgliedes
i zu finden". Wir l6sen die Gleichung also durch Probieren, indem wir die " Teiler des

I Absolutgliedes" (1,2,—1 und —2) der Reihe nach in die Gleichung einsetzen :

Wir erhalten als Ergebnis, dass |x = =2 und x = 1| Nullstellen der 1.Ableitung sind.

Da eine Gleichung 3.Grades aber aber drei Losungen haben kann, miissen wir nach weiteren méglichen
Losungen suchen. Weil x = 1 und x = —2 Losungen sind, konnen wir (x—1)-(x+2)= (x2 +x - 2)

aus der Gleichung 3.Grades abspalten. Dazu teilen wir die Gleichung 3.Grades durch (x2 +x - 2) :
(x-1)(x+2)
(x3 —3x+2) : (x2 +x—2):(x—])
Die Gleichung 3.Grades kann man also schreiben als :
(x—1)(x—1)(x+2)=0

Nun kénnen wir die Losungen x = I und x = -2 ablesen, indem wir den Lehrsatz benutzen :
Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist.

! Wir erhalten als Ergebnis, dass |X =-2 | und |X = 1| die Nullstellen der 1.Ableitung sind.

L e e s ___ |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslucken berechnen:
!’ """"""""""""""""""""""""""""""""""""""" 1
|

Auf der ndchsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen".
| Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an
|
| lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,

|
miissen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

X =3x"+3x-1

x+1

f(x)=

Pole konnen nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :
x+1=0

Aufléosen der Gleichung nach x ergibt :
x=-1

Dies ist ein moglicher Pol.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
| Anmerkung :

i Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt, werden wir hier nicht genauer
i untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte

i_gesucht sind, aber nicht die Pole. |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

| Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten: x=~2 und x=1. Wir tragen diese Nullstellen der

i 1.A4bleitung in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen.

| Auferdem tragen wir den moglichen Pol in die Tabelle ein :

X Gewahlte Stelle | 1.Ableitung Funktion
—oo bis — 2
-2 - - - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
—2 bis -1
-1 - - = - - - moéglicher Pol
-1 bis1
1 - - - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
1 bis «©

Um zu berechnen, ob es sich bei x =—2 bzw. x =1 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte

handelt, miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen

steigt oder fillt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen.

Dazu wdihlen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x=-3 , x=-1.5 , x=0 und x=2:

3
Erste Ableitung : f(x)= 2)6——6)(?;-4
(x+])
2:(=3Y -6-(-3)+4 -
Erste Ableitung an der Stelle x =-3 : f'(—3): ( ) ( )+ = 54+18+4:—8<0
2
(-3+1) 4
2.(=2 ’ —6-(=3)+4
Erste Ableitung anderStellexzfé: f’(_ng ( 2) (2 2)+ :6-25:25>0
2 2 (—%+]) 0.25
2.00-6-0+4 4
f0)=—=—>0
© (0+1)2 1
3
Erste Ableitung an der Stelle x =2 : f'(2):2'2 _6'3+4:§>0
(2+17 9

Anmerkung fiir Profis :
Da der Nenner stets positiv ist (durch das Quadratzeichen ) hétten wir ihn eigentlich nicht berechnen miissen!

Das Vorzeichen der ersten Ableitung wire nimlich dadurch identisch mit dem Vorzeichen des Zdhlers.

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, kénnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fillt :

X Gewahlte Stelle | 1.Ableitung Funktion
—oo bis -2 -3 negativ fallt
-2 - - - Null horizontal
-2 bis -1 —% positiv steigt
-1 - - = - - = méglicher Pol
-1 bis1 0 positiv steigt
1 - - - Null horizontal
1 bis « 2 positiv steigt

Nun konnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind :

1. Weil die Funktion vor der Stelle x = -2 fillt und nach ihr steigt, hat sie bei lx = =2 ein Minimum).

2. Weil die Funktion sowohl vor der Stelle x = I als auch nach der Stelle x=1 steigt,

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
|
i Erste Ableitung an der Stelle x =0 :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

hat sie bei |x = [ einen Sattelpunkt|.
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten des Extremums bzw. Sattelpunktes berechnet : 1
I x =-2 ein Minimum !
i x =1 ein Sattelpunkt i
| |
| |
| Um die v - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die |
i x' =3x" +3x-1 |
| x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)= 7 |
I X+ I
| 3 5 |
if(_z):(-z) -3-(-2) +3-(-2)—1:_27:27 i
: (—2) +1 -1 !
| |
| 3 2 |
| 17 -3-17+3-1-1 0 |
| 1 = = — = |
A s j
Ergebnis
[ Y D N S S S PRy S S T 1

i Das Extremum bzw. der Sattelpunkt der Funktion hat folg ende Koordinaten : |
| |
(=2 [ 27) ist ein Minimum :
| |
' (] / Q) ist ein Sattelpunkt '
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Losung zu 1L
Gegeben:| 7(x)=

3

X
x+2

G esucC ht o| Lokale Extrema, Terassenpunkte
p

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

N 1
d (Z(x)j _zZ'(x)-n(x) — 2(x)-n'(x)

| |
| |
L f1(x) = |
STy
S a
Die Klammer ausmultiplizieren :
o

| 3 +6x7 x|

o (x)= X X : x|

| (x+2) |

- _

Im Zdhler die Ausdriicke sortieren und zusammenfassen :
pmmmmmmmmmm oo

! 2% +6x° |
()=

! (x +2 ) !
L _

Copyright by Josef Raddy und www.mathematik.net



Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:
! Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,
|
|

die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

2x +6x7

(x+ 2)2

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler gleich Null setzen :

2x +6x° =0
Wir konnen x’ ausklammern :

x’ (2x +6 ) =0

un benutzen wir den Satz : " Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der

Faktoren gleich Null ist". Die erste Losung konnen wir nun ablesen :
Sie lautet x = 0. Eine weitere Losung findet man, wenn man die Klammer mit
Null gleichsetzt :

2x+6=0

Wir subtrahieren 6 auf beiden Seiten :

2x=-6

Wir teilen die Gleichung durch 2 :

- e === 2 .
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Definitionslicken berechnen:
!’ ““““““““““““““““““““““““““““““““““““ =
|

Auf der ndchsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen".
| Da sich die Steigung einer Funktion (die 1.Ableitung ) nicht nur an
|
| lokalen Extremstellen dndern kann, sondern auch an Polen,

|
miissen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

3
X

x+2

f(x)=

Pole konnen nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.

Wir miissen daher den Nenner mit Null gleichsetzen :

Auflosen der Gleichung nach x ergibt :
x=-2
Dies ist ein moglicher Pol.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
| X+2=0
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i Anmerkung :
:
|

Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt, werden wir hier nicht genauer

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattelpunkte !
|
|

i_gesucht sind, aber nicht die Pole. |
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Verlauf der 1.Ableitunguntersuchen:

| Wir tragen diese Nullstellen der 1.Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusdtzlich die

| Intervalle vor und nach diesen Stellen. Auf3erdem tragen wir den moglichen Pol ein :

| X Gewahit [ 1.Ableitung |  Funktion

| —obis =3

| -3 - - - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
' [=3 bis -2

: -2 - - - - — — | méglicher Pol

[ =2 bis0

i 0 - Null horizontal |< zu untersuchende Stelle
[0 bis o

|

1 Um zu berechnen, ob es sich bei x =—3 bzw. x =0 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
| handelt, miissen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
i steigt oder fillt, indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen. Dazu wdihlen wir

aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x=-4 , x=-2.5 , x=—1und x=1:

3 2
Erste Ableitung : f'(x) :M
(x+2)
2-(—4) +6-(-4) -
Erste Ableitung an der Stelle x =—4 : f’(—4)= ( ) " 2( ) = 32 <0
(—4+2) 4
2-(-2.5) +6-(-2.5)
Erste Ableitung an der Stelle x=-2.5 : f’(—2.5) = ( J +6-( ) = 6.2 =24>0
2
(-2.5+2) 0.25
2:(=1) +6-(-1)
Erste Ableitung an der Stelle x =—1: f’(—1)= ( ) - 2( ) :i>0
(=1+2) I
3 2
Erste Ableitung an der Stelle x =1 f’(1) :M :§ >0
(1+2) 9

Da der Nenner stets positiv ist (durch das Quadratzeichen ) hditten wir ihn eigentlich nicht berechnen miissen!
Das Vorzeichen der ersten Ableitung wdre ndmlich dadurch identisch mit dem Vorzeichen des Zihlers.

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, konnen wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fillt :

X Gewaihlte Stelle | 1.Ableitung Funktion
—obis -3 -3 negativ fallt
-3 - - - Null horizontal < Minimum
-3 bis -2 -2.5 positiv steigt
-2 - - = - - - moéglicher Pol
—2 bis0 -1 positiv steigt
0 - - = Null horizontal |< Sattelpunkt
0 bis « 1 positiv steigt

Nun konnen wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind :

1. Weil die Funktion vor der Stelle x = -3 fdllt und nach ihr steigt, hat sie bei |x = =3 ein Minimum).
2. Weil die Funktion sowohl vor der Stelle x =0 als auch nach dieser Stelle steigt,

|
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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|
|
|
|
|
| |Anmerkung fiir Pr ofis :
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

hat sie bei |x =( einen Sattelpunkt|.
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Ubungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten des Extremums bzw. Sattelpunktes berechnet : 3
x = =3 ein Minimum
x =0 ein Sattelpunkt

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die
3

|

|

|

|

|

|

|

| x
| x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x) = )
|

|

| (-3)  -27

| f(=3)= -=L-127

i =)= =7

|

|

|

! 0’ 0

| = = — =

L{_(_E___Q_tg___g___@_ __________________________________________ 1
Ergebnis:

| [ Das Extremum bzw. der Sattelpunkt der Funktion hat folg ende Koordinaten . |

i (=3/27) ist ein Minimum i

. (010) istein Sattelpupit |

50 ‘ ‘ ‘
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