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1. Finde lokale Extrema der gebrochen rationalen Funktionen.
Berechne diese Punkte mit der 1.Ableitung und Tabelle (ohne die 2.Ableitung)
Da sich die Sattelstellen automatisch ergeben, berechne auch die Sattelpunkte.
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 Lösung zu 1a
     

    

   

   

         

2
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2

2

x x 1f ( x )
x x 1

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Gegeben ist die Funktion :

x x 1f ( x )
x x 1

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quot

− +
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Gegeben:
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1.Ableitung berechnen:
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d d
dx dx
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ientenregel :

d z( x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
dx n( x ) n( x )

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

x x

x x 1 x

1 x x 1 x x 1 x x 1
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enregel , und erhalten :

2x 1 x x 1 x x 1 2x 1
f ' x
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Die Klammern im Zähler ausmultiplizieren :

2x 2x 2x x x 1 2x x 2x x 2x 1
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er eckigen
Klammer müssen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :

2x 2x 2x x x 1 2x x 2x x 2x 1f ' x
x x 1

Im Zähler die Ausdrücke sortieren und zusammenfassen :

4x 2f ' x
x x 1

− + + + − − + − − + + −
=

− + +

−
=

− + +



Übungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Copyright by Josef Raddy und www.mathematik.net

( )

           
          

 

   22

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung ,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

4x 2

x x 1

−

− + +

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

                                                                                  

          
       

   

 

0

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler gleich Null setzen :

4x 2 0

Wir lösen

=

− =

        
      

   

      

      

       

      

die Gleichung durch Umstellen der Formel nach x.
Zuerst addieren wir 2 auf beiden Seiten :

4x 2

Jetzt teilen wir die Gleichung durch 4 :

2x
4

Jetzt müssen wir das Ergebnis nur noch kürzen :

1x

=

=

=

           

2

1Wir erhalten als Ergebnis, dass x die einzige Nullstelle der 1.Ableitung ist.
2

=  
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an lokalen Extremstellen
ändern ka

Definitionslücken  berechnen:

            

    

             

        
  

2

2

nn, sondern auch an Polen, müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

x x 1f ( x )
x x 1

Pole können an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen da

− +
=
− + +

( )
( )

     

         

      

 

2

22

1,2

1

2

her den Nenner mit Null gleichsetzen :

x x 1 0

Wir benutzen die Lösungsformel für quadratische Gleichungen :

1 1 4 1 1b b 4ac 1 1 4 1 5x
2a 2 1 2 2 2

1 5x 1.618
2 2
1 5x 0.618
2 2

Dies sin

− + + =

− ± − ⋅ − ⋅− ± − − ± +
= = = = ±

⋅ − −

= + ≈

= − ≈ −

    

             
         

   

d die beiden möglichen Pole.

Anmerkung :
Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt , werden wir hier nicht genauer
untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte
gesucht sin d , aber n   icht die Pole.
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Die einzige Nullstelle der 1.Ableitung lautet : x 0.5 . Wir tragen diese Stelle
in eine Tabelle ein, außerdem die Stelle, an der sich möglicherweise ein Pol befin de

=

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

 
        

 

t
sowie zusätzlich die Intervalle vor und nach diesen Stellen :
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Um zu berechnen, ob es sich bei x 0.5 um Minimum, Maximum oder Sattelpunkt
handelt , müssen wir untersu

=

⇐

∞
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18 – – –
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–
 

–
s  

–
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ichtig

            
           .
        

chen, ob die Funktion in dem Intervall vor bzw. nach dieser Stelle
steigt oder fällt , indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen
Dazu wählen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B.
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( )

  beiden   x=   x=
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die Stellen 0 und 1 :

4x 2Erste Ableitung : f ' x
x 2x 2

4 2 2Erste Ableitung an der Stelle x 0 : f ' 0
42 2

4 2 2Erste Ableitung an der Stelle x 1 : f ' 0
12 2
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−
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in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, können wir
in die Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fällt :

∞
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1.Ableit
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Null horizontal
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nwichtig unwichtig

r Pol

      x=  ein     vorliegt.
                 
können wir erkennen, ob bei 0.5 Maximum, Minimum oder Sattelpunkt

Weil die Funktion vor der Stelle x 0.5 fällt und nach ihr steigt , hat sie bei x 0.5 ein Minimum .= =   
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Wir haben bereits x - Koordinaten des Minimums berechnet :
1x ist ein Minimum
2

Um die y - Koordinate des Minimums zu berechnen, setzen wir die

x - Koordinate in die gege

=  

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

            

   

      

2

2

2

2

x x 1bene Gleichung ein, welche lautete : f ( x )
x x 1

1 2 4 31
3 44 4 4 4f

1 2 4 5 4 5
1 4 4 4 4

Das einzige Extremum der Funktion hat so

3 0.6
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2 5

Oder in Dezimalschreibweise : 0.5 / 0.6
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 Lösung zu 1b
  

  
  

     

                 
    

2

2

xf ( x )
1 x

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Zuerst müssen wir die 1.Ableitung bilden :

x Wir differenzieren die Funktionf ( x )
mit Hilfe der Quotien1 x

=
+

=
+

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]
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( ) ( ) ( )

( )
( )

 
   

     
      
      
   
 

2

2 2 2d d d
dx dx dx

22

tenregel :

d z( x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
dx n( x ) n( x )

x 1 x x 1 x Um 1 x zu berechnen,
f ' x

müssen wir die Summenregel1 x
anwenden, d .h. wir müssen
jeden Summanden einze ln
differ

  ⋅ ⋅
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2
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2

22

enzieren

Zähler vereinf achen1 1 x x 2x
f ' x

1 x

Zähler vereinf achen :1 x 2xf ' x
1 x

1 xf ' x
1 x

⋅ + − ⋅
=

+

+ −
=

+

−
=
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Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung ,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

1 x 0
1 x

−
=

+

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

                                                                                

          
       

  1

 

2

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler mit Null gleichsetzen :

x 0

Diese quadr

− =

     

  
  
 

        
        

2

atische Gleichung lösen wir durch Umstellen :

1 x
x 1

Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : und .

=
= ±

x = 1 x = –1
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

          

        
    

2

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

xf ( x )
1 x

Pole können an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen daher den Ne

=
+

   

         

     

         

            
      

2

2

nner mit Null gleichsetzen :

1 x 0

Wir subtrahieren 1 auf beiden Seiten :

x –1

Da diese Gleichung ( in der Menge der reellen Zahlen ) nicht lösbar ist ,kann
der Nenner nicht zu Null werden

+ =

=

( )       und die Funktion f x hat somit keine Pole.
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Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x –1 und x 1.
Wir tragen diese Nullstellen der 1.Ableitung in eine Tabelle ein,
sowie zusätzlich die Intervalle vor und nach

= =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

 

 zu untersuchende Stelle

 

  

        

zu untersuchende Stelle

 

diesen Stellen :

Um zu berechnen, ob es sich bei x –1 und

∞

∞
⇐

=

⇐

x Gewählt 1.Ableitun
–  bis – 1

–1 bis 1

1 b

–1 – – –

1 – – –
is 

g Funktion

Null horizontal

Null horizontal

       
              

          

x 1 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt ,
müssen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fällt , indem wir die 1. Ableitung in diesen Interv

=

( )
( )

( ) ( )

 .

                

 

          

    

2

22

2

allen untersuchen

Dazu wählen wir aus allen drei Intervallen eine Stelle, z.B. die drei Stellen x –2, x 0 und x 2 :

1 xErste Ableitung : f ' x
1 x

1
Erste Ableitung an der Stelle x 2 : f '

1

= = =

−
=

+

−
= − =

+

–2
–2

–( )( )

( )
( )

( )
( )

     

     

            
 

22

2

22

2

22

3 0
25

1 1Erste Ableitung an der Stelle x 0 : f ' 0
11

1 3Erste Ableitung an der Stelle x 2 : f ' 0
251

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, können wir
in die

−
= <

−
= = = >

+

− −
= = = <

+

2

00
0

22
2

           Tabelle eint ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fällt :

∞

∞

–
x

 bis – 1

–1 bis 1

1 bis 

–1 – – –

1 –

Gewählt 1.Ableitung Fun

 

ktio

– 

n

–

Null hor
x = –2 negativ

izontal

Null horizon

fällt

x = 0 positiv stei
tal

gt

x = 2
Nun können wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind:
 1. Weil die Funktion vor der Stelle x=–1 fällt und nach ihr stei

 

g

Minimum

 Ma

t, ist

ximum

 bei .

⇐

⇐

x = –1 ein Minimum

negativ fällt

 2. Weil die Funktion vor der Stelle x=1 steigt und nach ihr fällt, ist bei .        x = 1 ein Maximum
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Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir d

x = –1  für das Minimum
x =   1  für das Maximum 

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

      welche lautete    

          

         

        

      

   

2

2

2

ie
xx - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )

1 x

1f ( )
21 ( )

1f ( )
21

Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten :

=
+

= = −
+

= =
+

–1

Ergebnis:

–1–1
–1

11
1

   

        

 
 
 
 
 
 

1 / –  ist ein Minimum 
2

11 /  ist ein Maximum
2

Graph:
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 Lösung zu 1c
 

    

   

         

2

2

xf ( x )
x 2x 4

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Gegeben ist die Funktion :

xf ( x )
x 2x 4

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

d z(
dx

=
+ +

=
+ +

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]

( )
( ) ( ) ( )

( )

   

    

          
     

d d
dx d

2

2 2

22

x

x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
n( x ) n( x )

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

x 2x 4 x x 2x 4
f ' x

x 2x 4

Die Ableitung von x ist 1. Um 2x 2 zu differenzieren,
benutzen wir die Summenregel , un

x

d er

  ⋅ ⋅
= 

 

⋅ + + − ⋅ + +
=

+ +

+

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

 

 

    

2

22

2 2 2 2

2 22 2

2

22

halten :

1 x 2x 4 x 2x 2
f ' x

x 2x 4

Zähler ausmultiplizieren :

x 2x 4 2x 2x x 2x 4 2x 2xf ' x
x 2x 4 x 2x 4

Zähler vereinf achen ergibt die Lösung :

4 xf ' x
x 2x 4

⋅ + + − ⋅ +
=

+ +

 + + − + + + − − = =
+ + + +

−
=

+ +
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( )

       
        
      

  
2

22

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen,
müssen wir die 1.Ableitung , die wir auf der
vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

4 x 0
x 2x 4

−
=

+ +

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

                                                                                 

          
       

  

 

2

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler mit Null gleichsetzen :

4 x 0

Wir löse

− =

      

  

     

  

  

   

         
        

2

2

n diese Gleichung durch Umformung nach x :

x 4

Auf beiden Seiten die Wurzel ziehen :

x 4

Vereinf achen :

x 4

Vereinf achen :

x 2

Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x 2 und x –2.

=

=

=

= ±

= + =
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

          

        
   

2

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

xf ( x )
x 2x 4

Pole können an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen daher den

=
+ +

    

         

      

       

2

2 2

1,2

Nenner mit Null gleichsetzen :

x 2x 4 0

Wir benutzen die Lösungsformel für quadratische Gleichungen :

b b 4ac 2 2 4 1 4 2 12x
2a 2 1 2

An dieser Stelle können wir die Rechnung abbrechen :
Di

+ + =

− ± − − ± − ⋅ ⋅ − ± −
= = =

⋅

          
          
         
   

e Wurzel ist ( in der Menge der reellen Zahlen ) nicht definiert ,
da der Radikand negativ ist. Somit ist die Gleichung nicht lösbar,
d .h. der Nenner der Funktion f ( x ) kann nicht Null werden
und daher hat d      ie Funktion f ( x ) auch keine Pole.
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Die Nullstellen der 1.Ableitung  lauteten :  x 2  und   x –2. Wir tragen diese Nullstellen der 
1.Ableitung  in eine Tabelle ein, sowie zusätzlich die Intervalle vor und

= + =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

 nach diesen Stellen :

Um zu berechnen, ob es

 

 zu untersuchende Stelle 
 

 zu untersuchend

 sich 

e Stelle
 

 

bei x

⇐
∞

∞
⇐

=

Gewählt 1.Ableitu
–  bis – 2

–2 bis 2

2 bi

ng F

s

unktio

–2

2

n

– – – Null horizontal

– – – Null horizontal

2 und  x 2  um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
handelt , müssen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen 
steigt  oder fällt , indem wir die 1. Ableitung  in diesen 

− =

( )
( )

( ) ( )

2

22

2

Intervallen untersuchen.
Dazu wählen wir aus jedem Intervall  eine Stelle, z.B. die drei Stellen x –3, x 0 und  x 3 :

4 xErste Ableitung : f ' x
x 2x 4

4
Erste Ableitung  an der Stelle x –3 :      f '

    

= = =

−
=

+ +

−
= =

–3
–3

–( ) ( )( )

( )
( )

( )
( )

22

2

22

2

22

5 0
492 4

4 4Erste Ableitung  an der Stelle x 0 : f ' 0
162 4

4 5Erste Ableitung  an der Stelle x 3 : f ' 0
3612 4

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, 

−
= <

+ ⋅ +

−
= = = >

+ ⋅ +

− −
= = = <

+ ⋅ +

3 –3

00
0 0

33
3 3

können wir
in die Tabelle e int ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt  oder fällt :

 

 

∞
Gewählt 1.Ab

–2

2

l
–  bis – 2

–2 bis 2

eitung Funktion

– – – Null ho
–3 negativ fällt

0 posit
rizontal

– – – Null
i

h
v ste

or
igt

izon

Nun können wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sin d :
1.Weil  die Funktion vor der Stelle x –

 M

2 

inim

fäll

um 

 Max

t  und  n

 

a

im

ch ihr steigt , hat  sie be

m

i

 

  x

u
∞

⇐

⇐

=

2 bis 3 negativ f
a

ällt
t l

–2 ein Minimum .
2.Weil  die Funktion vor der Stelle x 2 steigt  und  nach ihr fällt , hat  sie bei x 2 ein Maximum . 

=
= + = +
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Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :
x –2 ein Minimum
x 2 ein Maximum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

x - Koordinat

=
= +

 
  

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

( ) ( )
( ) ( )

( )

      welche lautete      

   =  =  

      

    

2

2

2

xen in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )
x 2x 4

2 1f
4 4 4 4 22 4

2 1f 0.167
12 62 4

Die Extrema der Funktion haben fo lg ende Koordinaten :

–2

=
+ +

−
= = = − = −

− ++ ⋅ +

= ≈
+ ⋅ +

−/

Ergebnis:

–2 –2–2
–2 –2

22
2 2

             

1 ist ein Minimum
2

12 / ist ein Maximum
6

 
 
 
 
 
 

    

     

Graph:

-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

 0
 0.1
 0.2
 0.3

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4  5  6
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 Lösung zu 1d
  

  
  

    

     
                

2

2

x 7 x 6f ( x )
x 10

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Wir müssen die 1.Ableitung bilden :

Wir differenzieren die Funktionx 7x 6f ( x ) mit Hilfe der Qux 10

− +
=

−

− +
=

−

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

 
   

    
      
    
   

2

2 2 2d d d d
dx dx dx dx

2

otientenregel :

d z( x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
dx n( x ) n( x )

x 7x 6 x 10 x 7x 6 x 10 Um x 7x 6 und x 10
f ' x

zu berechnen, müssen wir diex 10
Summenregel anwenden, d .h.
wir müssen j

  ⋅ ⋅
= 

 

− + ⋅ − − − + ⋅ − − + −
=

−

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )

 
  

  . 

  
  

   
  

2

2

2 2

2

2

eden Summanden
einzeln differenzieren

Zähler vere inf achen :2x 7 x 10 x 7x 6 1
f ' x Klammern ausmultiplizierenx 10

Zähler vere inf achen :2x 20x 7x 70 – x – 7x 6
f ' x Klammer auflösenx 10

2x 20x 7xf ' x

− ⋅ − − − + ⋅
=

−

− − + +
=

−

− −
=

( )

( )
( )

   
   

 

2

2

2

2

Zähler vere inf achen :70 – x 7x – 6
Gleiche Summanden zusammenfassenx 10

x 20x 64f ' x
x 10

+ +

−

− +
=

−
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( )

           
          

   
2

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung ,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

x 20x 64
x 10
− +

−

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

                                                                                   

          
       

  

2

2

0

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler mit Null gleichsetzen :

x 20x 64 0

=

− + =

( ) ( )

       
  

  

  
       

   

22

1,2

Diese quadratische Gleichung lösen wir mit der Lösungsformel
für quadratische Gleichungen :

20 20 4 1 64b b 4ac 20 144 20 12x
2a 2 1 2 2

Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x 4 und x 16.

− − ± − − ⋅ ⋅− ± − ± ±
= = = =

⋅

= =
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

          

         
  

2

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

x 7 x 6f ( x )
x 10

Pole können nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen da

− +
=

−

     

         

     

         

          

      

her den Nenner mit Null gleichsetzen :

x 10 0

Wir addieren 10 auf beiden Seiten :

x 10

Der Funktion hat an der Stelle x 10 möglicherweise einen Pol.

Anmerkung :
Ob bei x 10 wirklich ein Pol

− =

=

=

=      
         

     

vorliegt , werden wir hier nicht genauer
untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte
gesucht sin d , aber nicht die Pole.
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         und    

Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x 4 und x 16. Wir tragen diese Stellen
in eine Tabelle ein, sowie zusätzlich die Intervalle vor nach diesen Stellen.
A

= =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

            ußerdem tragen wir die Stelle ein, an denen sich möglicherweise ein Pol befin det :

∞
Intervall Gewählt 1.Ab

4 – – –

10 – – –

leitung Funkt
–  bis 

ion
4

4 bis 10
– – –

16 – –
10 bi 6

–
s1 

Null horizontal

möglicher Pol

Null horizon

 zu untersuchende Stelle 

 

 zu untersuchende Stelle

                 
 

 

      
Um zu berechnen, ob es sich bei x 4 und x 16 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte handelt ,
müssen wir untersuchen, ob die Funktion in den

=

⇐

=
∞

⇐
16 bis

tal

       
           .

             

Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fällt , indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen

Dazu wählen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x 1, x= =

( )
( )

( )
( )

( )
( )

   

  

           

          

  

2

2

2

2

2

2

5, x 15 und x 20 :

Erste Ableitung : x 20x 64f ' x
x 10

Erste Ableitung an der Stelle x 1: 20 64 45f ' 0
8110

Erste Ableitung an der Stelle x 5 : 20 64 11f ' 0
2510

Erste Ableitung

= =

− +
=

−

= − ⋅ +
= = >

−

= − ⋅ + −
= = <

−

1 11
1

5 55
5

( )
( )

( )
( )

    

      

            
 

2

2

2

2

an der Stelle x 15 : 20 64 11f ' 0
2510

Erste Ableitung an der Stelle x 20 : 20 64 64f ' 0
10010

Da wir nun in allen Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, können wir
in d

= − ⋅ + −
= = <

−

= − ⋅ +
= = >

−

15 1515
15

20 2020
20

           ie Tabelle e int ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fällt :

∞
Intervall Gewählt 1.Ableitun
–  bis 4

4 bis 10

g Fun

1

4 – – –

10 – – – – 
0

kti

 bi
– –

on
1 positiv steigt

5 n
Null horizontal

möglicher Pol
egativ fällt

Nun können wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sind:
 1. Weil die 

 Maximum

Funkti

 

on 

 

 Minimum

vor der Stelle x=4   s

⇐

⇐
∞

s1 6

16 
16 – – –
bis

15 negativ fällt

20 positiv steigt
Null horizontal

teigt und nach ihr fällt, ist bei .
 2. Weil die Funktion vor der Stelle x=16 fällt und nach ihr steigt, ist bei .        

x = 4 ein Maximum
x = 16 ein Minimum
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Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die
x - Koordinate

x = 4 ein Maximum
x = 16 ein Minimum

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

      welche lautete    

            

                    

     

2

2

2

x 7x 6n in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )
x 10

7 6 6f ( ) 1
10 6

7 6 150f ( ) 25
10 6

Die Extrema der Funktion haben fo lg ende

− +
=

−
− ⋅ + −

= = =
− −

− ⋅ +
= = =

−

Ergebnis:

4 44
4

16 1616
16

( )
( )

 
   
   

Koordinaten :
4 /1  ist ein Maximum
16/25  ist ein Minimum

Graph:

-50
-45
-40
-35
-30
-25
-20
-15
-10

-5
 0
 5

 10
 15
 20
 25
 30
 35
 40
 45
 50

-28 -24 -20 -16 -12 -8 -4  0  4  8  12  16  20  24  28
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 Lösung zu 1e
  

    

   

         

2

2

2

2

x 3x 2f ( x )
x 3x 2

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Gegeben ist die Funktion :

x 3x 2f ( x )
x 3x 2

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotient

− +
=

+ +

− +
=

+ +

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

   

    

        

2 2d d
dx

2

d
2 2

22

2 2

x

enregel :

d z( x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
dx n( x ) n( x )

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

x 3x 2 x 3x 2
f ' x

x 3x 2

Um x 3x 2 und x

x 3x 2 x 3

3x 2 zu differenzieren, benutzen wir die Summe

2

n

x

r

  ⋅ ⋅
= 

 

⋅ + + − − + ⋅
=

+ +

− +

+

+ +

− + +

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

  

 

 

2 2

22

3 2 2 3 2 2

22

3 2 2 3 2 2

22

egel , und erhalten :

x 3x 2 x 3x 2
f ' x

x 3x 2

Zähler ausmultiplizieren :

2x 6 x 4x 3x 9x 6 2x 6 x 4x 3x 9x 6
f ' x

x 3x 2

2x 6 x 4x 3x 9x 6 2x 6 x 4x 3x 9x 6f ' x
x 3x 2

Zähler ver

2x 3 2x 3

ei

⋅ + + − − + ⋅
=

+ +

 + + − − − − − + + − + =
+ +

+ + − − − − + − − + −
=

+ +

− +

( )
( )

2

22

nf achen :

6 x 12f ' x
x 3x 2

−
=

+ +
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( )

           
          

  
2

22

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung ,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

6 x 12

x 3x 2

−

+ +

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

                                                                                   

          
       

  2

0

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler mit Null gleichsetzen :

6 x 12 0

Dies

=

− =

      umformen nach x:

  
  
  
  

         
        

2

2

e quadratische Gleichung lösen wir durch

6 x 12
x 2
x 2

Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x 2 und x – 2.

=
=
= ±

= + =
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

          

         
 

2

2

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

x 3x 2f ( x )
x 3x 2

Pole können nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen

− +
=

+ +

      

         

      

      

2

2 2

1,2

daher den Nenner mit Null gleichsetzen :

x 3x 2 0

Wir benutzen die Lösungsformel für quadratische Gleichungen :

b b 4ac 3 3 4 1 2 3 1 3 1x
2a 2 1 2 2

Mögliche Pole sin d die Stellen x –1 und

+ + =

− ± − − ± − ⋅ ⋅ − ± − ±
= = = =

⋅

=  

             
         

     

x –2.

Anmerkung :
Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt , werden wir hier nicht genauer
untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte
gesucht sin d , aber nicht die Pole.

=
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Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x 2 und x – 2. Wir tragen
diese Nullstellen der 1.Ableitung in eine Tabelle ein, zweitens die Intervalle
vor und nach d

= + =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

      

 

 

iesen Stellen, sowie drittens die möglichen Pole :

∞–
–2 – – –

– – –– 2

–1 – – – – – –

– – 

x G
 bis  – 2

–2 bis – 2

– 2 bis – 1

–1bis

ewählt 1.Ableitung Funktion

–
2 

2 

unwichtig unwich
– – – möglicher Pol

Null horizontal

möglicher Pol

tig

N

 zu untersuchende Stelle

 zu untersuchende Stel
 

               
      

le

 
Um zu berechnen, ob es sich bei x 2 und x 2 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
handelt , müssen wir untersuchen, ob die Funktion

⇐

⇐

−

∞

= =

2 bis
ull horizontal

        
           .

            

in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fällt , indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen

Dazu wählen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )

      

 

          

         

2

22

2

22

–1.5 , x –1.4 , x 0 und x 2 :

6 x 12Erste Ableitung : f ' x
x 3x 2

6 12 1.5Erste Ableitung an der Stelle x 1.5 : f ' 0
0.06253 2

6
Erste Ableitung an der Stelle x 1.4 : f '

= = = =

−
=

+ +

⋅ −
= − = = >

+ +

⋅
= − =

–1.5
–1.5

–1.5 –1.5

–1
–1.4

( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )
( )

     

     

       

2

22

2

22

2

22

12 0.24 0
0.05763 2

6 12 12Erste Ableitung an der Stelle x 0 : f ' 0
43 2

6 12 12Erste Ableitung an der Stelle x 2 : f ' 0
1443 2

Da wir nun in allen Intervallen die Steigun

− −
= <

+ +

⋅ −
= = = − <

+ ⋅ +

⋅ −
= = = >

+ ⋅ +

.4

–1.4 –1.4

00
0 0

22
2 2

    
            

g (1.Ableitung ) kennen, können wir
in die Tabelle e int ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fällt :

∞
x Gewählt 1.Ableitu

–  bis
ng Funk

  – 2
ion

2

t

–
–2

unwic
– –

htig un
– – – – mö

wichtig unwic
glicher P

h g
ol

ti

 Maximum
 

 
 

 
M

 

i

  

ni um

 

m

Nun können wir ablesen, welch
∞

⇐

⇐

–1.5 bis – 2

–1.4– 2 bis – 1

0–1bis 2 

22 

– – –– 2

–1 – – – – – –

– – –2
is
 

b

positiv steigt

negativ fällt

negativ

Null horizontal

möglicher Pol

Null horizon
fällt

positiv steigt
tal

      
                

           

e Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sin d :
Weil die Funktion vor der Stelle x – 2 steigt und nach ihr fällt , hat sie bei x – 2 ein Maximum .

Weil die Funktion vor der Stelle x 2 fällt und nach ihr s

= =

= +

  

     teigt , hat sie bei x 2 ein Minimum .= +   
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Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

x – 2 ein Maximum

x 2 ein Minimum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

x - Koordinat

=

= +

  

  

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

      welche lautete      

   

   =    

2

2

2

2

2 2 2

2 2 2

x 3x 2en in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )
x 3x 2

3 2 2 3 2 2 4 3 2f
2 3 2 2 4 3 23 2

2 2 3 23 2 2 3 2 2
f

2 2 3 23 2 2 3 2 2

− +
=

+ +

− ⋅ + + + +
= = = ≈

− + −+ ⋅ +

 − +− ⋅ + − ⋅ +  = = =
 + ++ ⋅ + + ⋅ +  

– 2 – 2
– 2

– 2 – 2

2 2
2

2 2

–33.970563

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

                 

      

    

     

3

3

2 3 2 2 2 3 2 3 8 3
8 32 3 2 2 2 3 2 3

Die Extrema der Funktion haben fo lg ende Koordinaten :

– 2 33.970563 ist ein Maximum

2 0.0294372 ist ein Minimum

− + − − −
= = = = ≈

++ + + +

−

−

/      

   /      

Ergebnis:

–0.0294372

      

Graph:

-50
-40
-30
-20
-10

 0
 10
 20
 30
 40
 50
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 Lösung zu 1f
  

    

   

         

3

4 2

3

4 2

x xf ( x )
x x 1

Lokale Extrema, Sattelpunkte

Gegeben ist die Funktion :

x xf ( x )
x x 1

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

+
=

− +

+
=

− +

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

   

    

          

2

4 23 4 2d d
dx d

3

24 2

3 4 2

x

d z( x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
dx n( x ) n( x )

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

x x 1 x x
f ' x

x x 1

Um x x und x x 1 zu differenzieren, benutzen wir die Summenregel , und erha

x x

lt

x x

e

1

  ⋅ ⋅
= 

 

⋅ − + − ++ − +⋅
=

− +

+ − +

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

 

 

2 4 2 3 3

24 2

6 4 2 4 2 6 4 4 2

24 2

6 4 2 4 2 6 4 4 2

24 2

6 4 2

n :

3x 1 x x 1 x x 4x 2x
f ' x

x x 1

Zähler ausmultiplizieren :

3x 3x 3x x x 1 4x 2x 4x 2x
f ' x

x x 1

3x 3x 3x x x 1 4x 2x 4x 2xf ' x
x x 1

Zähler vereinf achen :

x 4x 4x 1f ' x

+ ⋅ − + − + ⋅ −
=

− +

 − + + − + − − + − =
− +

− + + − + − + − +
=

− +

− − + +
=

( )24 2x x 1− +
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6 4 2

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung ,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

x 4x 4x 1

x

− − + +

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

( )
                                                                                   

                 
    

24 2

6

0
x 1

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird . Wir müssen daher den Zähler gleich Null setzen :
x 4x

=
− +

− −

2

 multiplizieren die Gleichung mit –1:
    
Dies ist eine Gleichung 6.Grades, für die es keine Lösungsformel gibt. Man kann 
aber eine Substitution durchführen (x  und erhält 

4 2

6 4 2

4x 1 0
Wir

x 4x – 4x – 1 0

z )

+ + =

+ =

= eine Gleichung 3.Grades:
    

           
           

3 2z 4z – 4z – 1 0
Da man in der Schulmathematik die Lösungsformel für Gleichungen 3.Grades nicht lernt ,
müssen wir eine andere Methode versuchen, um diese Gleichung 3.Grades zu l

+ =

            
            

    

ösen.
Wir erinnern uns an einen Satz aus der Alg ebra : " Falls eine ganzrationale Funktion
ganzzahlige Lösungen hat , dann sin d sie unter den Teilern des Absolutgliedes zu finden" .
Wir lösen die Gleichung a         

          

               
  

lso durch Pr obieren, indem wir die " Teiler des Absolutgliedes"
( 1 und – 1) der Reihe nach in die Gleichung einsetzen :

Wir erhalten die Lösungen der substituierten Gleichung :
Da eine Gleichun

+

z = 1
           

              
      

g 3.Grades aber aber drei Lösungen haben kann, müssen wir nach weiteren
Lösungen suchen. Weil z 1 eine Lösung ist , können wir den Faktor ( z – 1) aus der Gleichung
3.Grades abspalten. Dazu teilen wir die G

=

( )

( )

   

             

       

       

          

3 2 2

2

leichung 3.Grades durch ( z – 1) :

z 4z – 4z – 1 : ( z – 1) z 5z 1

Die Gleichung 3.Grades kann man also schreiben als :

z 5z 1 ( z – 1) 0

Ein Pr odukt ist ja genau dann Null , wenn einer der Faktoren

+ = + +

+ + ⋅ =

  
            

       
         

2

Null ist.
Die restlichen Lösungen liefert die linke Klammer, wenn wir sie mit Null gleichsetzen :

z 5z 1 0
Zur Lösung dieser quadratischen Gleichung benutzen wir die Lösungsformel für
quadratische

+ + =

2

2

 

 führen wir die Rücksubstitution durch: x  Dies führt zu den zwei Gleichungen:

         x        und         

   

2 2

1,2

2

Gleichungen :

b b 4ac 5 5 4 1 1z
2a 2 1

Nun z.

–5 211 x
2

Die erste Gleichung ergi

− ± − − ± − ⋅ ⋅
= = =

⋅

=

±
= =

–5 ± 21
2

        
               

bt die . Die zweite Gleichung ist unlösbar, denn
auf der rechten Seite stehen negative Werte, aber die linke Seite ist ( als Quadrat ) stets positiv.

Lösungen x = –1 und x = 1
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

          

         
  

3

4 2

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

x xf ( x )
x x 1

Pole können nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen da

+
=

− +

     

         

         
       

4 2

her den Nenner mit Null gleichsetzen :

x x 1 0

Wir benutzen das Lösungsverfahren " Substitution", sodaß eine quadratisch Gleichung entsteht ,
die wir mit der " Lösungsformel für quadratische Gleic

− + =

   
    

         
       

     

2

2

2

1,2

hungen" lösen. Zunächst substituieren
wir also x durch z :

z z 1 0
Jetzt benutzen wir die Lösungsformel für quadratische Gleichungen",
um die substituierte Gleichung zu lösen :

b b 4acz
2a

− + =

− −− ± −
= =

( ) ( )

        
          

        

21 1 4 1 1 1 1 4 1 3
2 1 2 2

An dieser Stelle können wir die Rechnung vorzeitig abbrechen :
Die Wurzel ist ( in der Menge der reellen Zahlen ) nicht definiert ,
da der Radikand negativ ist. Somit ist die Glei

± − − ⋅ ⋅ ± − ± −
= =

⋅

  
         
        

chung nicht lösbar,
d .h. der Nenner der Funktion f ( x ) kann nicht Null werden
und daher hat die Funktion f ( x ) auch keine Pole.
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Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x 1 und x –1. Wir tragen diese Nullstellen der
1.Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusätzlich die Intervalle vor und

= + =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

 zu untersuchende Stelle
 

 zu untersuchende S

   

    

tel

   
 

le

nach diesen Stellen :

Um zu berechnen, ob es sich bei x 1= −

∞
⇐

⇐
∞

x Gewählt 1.Ableitung F

–1
–  bis – 1

–1 bis 1

1 bis

unktion

1

– – – Null horizontal

– – – Null horizontal

        
               

          

und x 1 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
handelt , müssen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fällt , indem wir die 1. Ableitung in diesen In

=

( )
( )

( )

 .

               

 

          

    

6 4 2

24 2

tervallen untersuchen

Dazu wählen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x –2, x 0 und x 2 :

x 4x 4x 1Erste Ableitung : f ' x
x x 1

Erste Ableitung an der Stelle x –2 : f '

= = =

− − + +
=

− +

= –2 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

     

     

     

6 4 2

24 2

6 4 2

24 2

6 4 2

24 2

4 4 1 111 0
1691

4 4 1 1Erste Ableitung an der Stelle x 0 : f ' 0
11

4 4 1 111Erste Ableitung an der Stelle x 2 : f ' 0
1691

Da wir nun in allen

− − + + −
= = <

 − + 

− − + +
= = = >

 − + 

− − ⋅ + ⋅ + −
= = = >

− +

–2 –2 –2

–2 –2

0 0 0
0

0 0

2 2 22
2 2

      
            

Intervallen die Steigung (1.Ableitung ) kennen, können wir
in die Tabelle e int ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fällt :

∞
x Gewählt 1.Ableitun

–  bis –
g Funktio

–
1 –2

n

1
nega

– – –
tiv fällt

Null hor  Minim

          
  

um

 

    

Ma
 

ximum

Nun können wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sin d :
Weil die Funktion vor der Stelle x –1

⇐

=

⇐
∞

–1 bis 1 0

1 2
1

bis

positi
izontal

– – – Null horizontal
v steigt

negativ fällt

          
                

fällt und nach ihr steigt , hat sie bei x –1 ein Minimum .
Weil die Funktion vor der Stelle x 1 steigt und nach ihr fällt , hat sie bei x 1 ein Maximum .

=
= + = +
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Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :
x –1 ein Maximum
x 1 ein Minimum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

x - Koordinat

=
= +

  
  

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

      welche lautete      

 

   =  

      
    

3

4 2

3

4 2

3

4 2

x xen in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )
x x 1

2f
11

2f
11

Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten :
–1 2 ist ein

+
=

− +

+ −
= = =

− +

+
= =

− +

−/    

Ergebnis:

–1 –1
–1

–1 –1

1

–

1

2

1
1

2
1

( )           

Maximum

1 2 ist ein Minimum

 

 /     

Graph:

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

-4 -3 -2 -1 0 1 2  3 4
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 Lösung zu 1g
  

    

   

         

2

2

2x 5f ( x )
3x 8x 2

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Gegeben ist die Funktion :

2x 5f ( x )
3x 8x 2

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenre

+
=

− −

+
=

− −

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

   

    

         

2d d
dx d

2

2

2
x

2

2

2x 5

gel :

d z( x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
dx n( x ) n( x )

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

3x 8x 2 2x 5
f ' x

3x 8x 2

Um bzw. zu differenzieren, benutzen wir die Summenregel , un

3x 8x 2

2x 5 3x 8x 2

  ⋅ ⋅
= 

 

⋅ − −+ −− + ⋅ −

+ −

− −

−

=

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

 

 

 

     

2

22

2 2

22

2 2

22

d erhalten :

3x 8x 2 2x 5
f ' x

3x 8x 2

Zähler ausmultiplizieren :

6 x 16 x 4 12x 16 x
f ' x

3x 8x 2

Klammer auflösen :

6 x 16 x 4 12x 16 x 30x 40f ' x
3x 8x 2

Ausdrücke sortieren ergibt die gesu

2 6 x 8

30

c

x 40

⋅ − − − + ⋅
=

− −

− − − − +
=

− −

− − − + − +
=

− −

−

−

( )
( )

 
2

22

hte Ableitung :

6 x 30x 36f ' x
3x 8x 2

− − +
=

− −
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2

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung ,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

6 x 30x 36

3

− − +

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

( )
                                                                                  

          
       

   

22

2

0
x 8x 2

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler gleich Null setzen :

6 x 30

=
− −

− −

( )

     

     

         

   

2

22

1,2

x 36 0

Wir multiplizieren die Gleichung mit – 1 :

6 x 30x 36 0

Wir lösen die Gleichung mit der Lösungsformel für quadratische Gleichungen :

30 30 4 6 36b b 4ac 30 42x
2a 2 6 12

Wir erhalten als E

+ =

+ − =

− ± − ⋅ ⋅ −− ± − − ±
= = =

⋅

         rgebnis, dass x 1 und x –6 die Nullstellen der 1.Ableitung sin d .= =
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

         

         
  

2

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

2x 5f ( x )
3x 8x 2

Pole können nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen da

+
=

− −

( ) ( ) ( )

     

         

      

   

2

22

1,2

1

2

her den Nenner mit Null gleichsetzen :

3x 8x 2 0

Wir benutzen die " Lösungsformel für quadratische Gleichungen" :

8 8 4 3 2b b 4ac 8 88x
2a 2 3 6

x 2.897
x –0.230

Anmerkung :
Ob an den beide

− − =

− − ± − − ⋅ ⋅ −− ± − ±
= = =

⋅

≈
≈

          
          
     

n Stellen wirklich ein Pol vorliegt , werden wir hier nicht
genauer untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte
gesucht sin d , aber nicht die Pole.
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Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x 6 und x 1. Wir tragen diese Nullstellen der
1.Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusätzlich die Intervalle vor und

= − =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

  
      

 

    
 

nach diesen Stellen.
Außerdem tragen wir die beiden möglichen Pole in die Tabelle ein :

∞
x Gewählt 1.Ablei

–  bis – 6

–6 bis –
–6 – – –

–0.23 – – – – – –

tung Funktion

0.23

–0.23 bis 1
1 – – 

Null horizontal

möglicher Pol

           

 

 
 

 
zu untersuchende Stell

Um zu berechnen, ob es sich bei x 6 bzw. x 1 um Minim

e

zu untersuchende S l e

a

te l

⇐

⇐

−
∞

= =

   

–    

2.897 – – – – – 
1 bis 2.897

2.897 is
–

 b

Null horizontal

 möglicher Po
unwichtig unwichtig unwichtig

l

     
                 

        

, Maxima oder Sattelpunkte handelt ,
müssen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen steigt oder fällt ,
indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuc

( )
( )

( ) ( ) ( )

.
               

 

          

    

2

22

2

hen
Dazu wählen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die Stellen x –10, x –1, x 0 und x 2 :

6 x 30x 36Erste Ableitung : f ' x
3x 8x 2

6 30
Erste Ableitung an der Stelle x –10 : f '

= = = =

− − +
=

− −

− ⋅ − ⋅
= =

–10 –10
–10

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )

 

     

     

    

22

2

22

2

22

36 264 0
1428843 8 2

6 30 36 60Erste Ableitung an der Stelle x –1: f ' 0
813 8 2

6 30 36 36Erste Ableitung an der Stelle x 0 : f ' 0
43 8 2

Erste Ableitung an der St

+ −
= <

⋅ − ⋅ −

− ⋅ − ⋅ +
= = = >

⋅ − ⋅ −

− ⋅ − ⋅ +
= = = >

⋅ − ⋅ −

–10 –10

–1 –1
–1

–1 –1

0 00
0 0

( )
( )

 
 

   
               
 

2

22

6 30 36 24 60 36 48elle x 2 : f ' 0
36 363 8 2

Anmerkung für Pr ofis :
Da der Nenner stets positiv ist ( durch das Quadratzeichen ) hätten wir ihn eigentlich nicht berechnen müssen!
Das Vorzeich

− ⋅ − ⋅ + − − + −
= = = = <

⋅ − ⋅ −

2 22
2 2

             
           

      

en der ersten Ableitung wäre nämlich dadurch identisch mit dem Vorzeichen des Zählers.
Da wir nun in allen Intervallen die Steigung ( 1.Ableitung ) kennen, können wir
in die Tabelle e int ragen, ob die Fun       

 

 

ktion in den Intervallen steigt oder fällt :

∞
–6 – –

–  bis – 6 –10

–6 bis – 0.23 –1

–0.23 b

x Gewählt 1.Ableit

 –

–0.23 – – – – – –

1 – 

ung Funkt

is 1

n

0

io
negativ fällt

posit
Null horizon

iv st
tal

mögliche
eigt

positiv stei
r 

gt
Pol

        

 

 

 
  

 
Minimum

Maximum

Nun können wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte s

⇐

⇐

∞

1 bis 2.897 2

2.89

 

– –  

2.897
7 bi

– – – – – 
s

–
negativ fällt

unwichtig unwichtig un

Null horizontal

 möglicher P
wi

ol
chtig

                
                

in d :
Weil die Funktion vor der Stelle x –6 fällt und nach ihr steigt , hat sie bei x –6 ein Minimum .
Weil die Funktion vor der Stelle x 1 steigt und nach ihr fällt , hat sie bei x 1 ein Maximum .

= =
= =
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Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :
x –6 ein Minimum
x 1ein Maximum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

x - Koordinat

=
= +

 
  

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

( ) ( )
( ) ( )

( )

      welche lautete      

   =  

      

2

2

2

2x 5en in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )
3x 8x 2

2 5 7f 0.0454545
1543 8 2

2 5 7f –1
73 8 2

Die Extrema der Funktion haben fo lg ende Koordinaten :

+
=

− −
⋅ +

= = − ≈
⋅ − ⋅ −

⋅ +
= − =

⋅ − ⋅ −

Ergebnis:

–6
–6

–6 –6
11

1 1

( )

    

           

76 ist ein Minimum
154

1 1 ist ein Maximum

 − − 
 

−

/     

 /     

Graph:

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

-15 -14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10



Übungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Copyright by Josef Raddy und www.mathematik.net

 Lösung zu 1h
  

    

   

         

2

2

2

2

3x 6 x 1f ( x )
x 2x 2

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Gegeben ist die Funktion :

3x 6 x 1f ( x )
x 2x 2

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotie

+ −
=

− +

+ −
=

− +

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

   

    

         

2 2d d
dx dx

2

2 2

22

2 2

3x 6 x

ntenregel :

d z( x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
dx n( x ) n( x )

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

x 2x 2 3x 6 x 1
f ' x

x 2x 2

Um bzw. zu differenzieren, benutzen

1 x 2x 2

3x 6 wirx 1 x 2x ie2 d

  ⋅ ⋅
= 

 

⋅ − + − + − ⋅
=

−

+ − − +

+ − − +

+

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

  

    

    

2 2

22

3 2 2 3 2 2

22

Summenregel , und erhalten :

6 x 6 x 2x 2 3x 6 x 1 2x 2
f ' x

x 2x 2

Die Klammern im Zähler ausmultiplizieren :

6 x 12x 12x 6 x 12x 12 6 x 6 x 12x 12x 2x 2
f ' x

x 2x 2

Eckige Klammer auflösen : Wegen de

+ ⋅ − + − + − ⋅ −
=

− +

 − + + − + − − + − − + =
− +

( )
( )

( )

     
        

      

3 2 2 3 2 2

22

m Minus vor der eckigen
Klammer müssen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :

6 x 12x 12x 6 x 12x 12 6 x 6 x 12x 12x 2x 2f ' x
x 2x 2

Im Zähler die Ausdrücke sortieren und zusammenfassen :

12f ' x

− + + − + − + − + + −
=

− +

−
=

( )
2

22

x 14x 10

x 2x 2

+ +

− +
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2

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung ,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

12x 14x 10− + +

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

( )
                                                                                  

          
       

   

22

2

0
x 2x 2

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler gleich Null setzen :

12x 1

=
− +

− +

( )
( )

         

       

22

1,2

1

2

4x 10 0

Wir lösen die Gleichung mit der Lösungsformel für quadratische Gleichungen :

14 14 4 12 10b b 4ac 14 26x
2a 2 12 24

Wir kürzen die beiden Brüche, und erhalten :

14 26 12 1x
24 24 2

x

+ =

− ± − ⋅ − ⋅− ± − − ±
= = =

⋅ − −

− +
= = = −

− −

−
=

          

14 26 40 5
24 24 3

Wir erhalten als Ergebnis, dass die Nullstellen der 1.Ableitung sin d.

− −
= =

− −

1 5x = –  und x =
2 3
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

         

         
 

2

2

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

3x 6 x 1f ( x )
x 2x 2

Pole können nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen

+ −
=

− +

( ) ( )

      

                

      

      

2

22

1,2

daher den Nenner mit Null gleichsetzen :

x 2x 2 0

Wir benutzen die " Lösungsformel für quadratische Gleichungen" :

2 2 4 1 2b b 4ac 2 4x
2a 2 1 2

An dieser Stelle können wir die Re

− + =

− − ± − − ⋅ ⋅− ± − ± −
= = =

⋅

  
          

          
       

chnung vorzeitig abbrechen :
Die Wurzel ist ( in der Menge der reellen Zahlen ) nicht definiert ,
da der Radikand negativ ist. Somit ist die Gleichung nicht lösbar,
d .h. der Nenner der Funktion f ( x ) kann nic   

        
ht Null werden

und daher hat die Funktion f ( x ) auch keine Pole.
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1 5Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x und x . Wir tragen diese Nullstellen der
2 3

1.Ableitung in eine Tabelle ein, soweit zusätzlich die Intervalle vor u
= − =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

   

 zu untersuchende Stelle

 zu untersuchende Stelle

 

   

 

 

 

nd nach diesen Stellen :

Um zu berechnen, ob es

⇐

∞

⇐

∞

1– – – –
2

5 – 

1–  bis –
2

1 5–   b

x Gewählt 1.Ableitung Funkti

is   
2 3

  bis 

 

on

– –
3

Null horizontal

Null horizontal

5
3

           
               

       

1 5sich bei x bzw. x um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
2 3

handelt , müssen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fällt , indem wir die 1. Ablei

= − =

( )
( )

    .
               

 

    

    

2

22

tung in diesen Intervallen untersuchen
Dazu wählen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.b. die drei Stellen x –1, x 0 und x 2 :

12x 14x 10Erste Ableitung : f ' x
x 2x 2

Erste Ableitung an der Stell

= = =

− + +
=

− +

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( )

( )
( )

      

     

     

 

2

22

2

22

2

22

12 14 10 16e x –1: f ' 0
252 2

12 14 10 10Erste Ableitung an der Stelle x 0 : f ' 0
42 2

12 14 10 10Erste Ableitung an der Stelle x 2 : f ' 0
42 2

Anmerkung für

− ⋅ + ⋅ + −
= = = <

− ⋅ +

− ⋅ + ⋅ +
= = = >

− ⋅ +

− ⋅ + ⋅ + −
= = = <

− ⋅ +

–1 –1
–1

–1 –1

0 00
0 0

2 22
2 2

  
               
           

Pr ofis :
Da der Nenner stets positiv ist ( durch das Quadratzeichen ) hätten wir ihn eigentlich nicht berechnen müssen!
Das Vorzeichen der ersten Ableitung wäre nämlich dadurch identisch mit dem Vorzeich    

           
            

 

en des Zählers.
Da wir nun in allen Intervallen die Steigung ( 1.Ableitung ) kennen, können wir
in die Tabelle e int ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fällt :

x Gewählt 1.Ableitung Funktion

 Minimum

 Maximum

         

 

 

 

Nun können wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Satte

∞

∞

⇐

⇐

1–  bis – –1
2

1 5–   bis   0
2 3

  b

1– – – –
2

is

5 – – –
3

 2

negativ fällt

positiv st

Nul

eigt

l horizontal

Null hori

5 nega

zont

tiv

a

f
3

l

ällt

 

                

               

lpunkte sin d :
1 1Weil die Funktion vor der Stelle x – fällt und nach ihr steigt , hat sie bei x – ein Minimum .
2 2

5 5Weil die Funktion vor der Stelle x steigt und nach ihr fällt , hat sie bei x ein Maxi
3 3

= =

= =

  

   mum .
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Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :
1x – ein Minimum
2

5x ein Maximum
3

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

x - Koordin

=

=

 

   

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

      welche lautete      

   = 

2

2

2

2

2

3x 6 x 1aten in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )
x 2x 2

3 133 6 1 3 1
4 4f
1 131 22 2 4 4

3 6 1
f

1

+ −
=

− +

⋅ + ⋅ − − −
   
        

 
     

   
   

   
        



−
= = = =

+ +− ⋅ +

⋅ + ⋅ −


 

−
1 1– –

1 2 2–
2 1 1– –

2 2

5 5
5 3 3
3 5

 

      

   

           

  

2

25 30 1563 1
9 3 9

25 10 1322 2 9 3 9

Die Extrema der Funktion haben fo lg ende Koordinaten :
1 ist ein Minimum
2

5 ist ein Maximum
3

12

1

12

⋅ + −
= = =

− +− ⋅ +

 − 
 


   
   
   


 
 

−     

      

/

/ 

Ergebnis:

Graph:

5
3 3

-4
-2
 0
 2
 4
 6
 8

 10
 12
 14

-4 -3 -2 -1 0 1 2  3  4
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 Lösung zu 1i
  

    

   

         

2

2

xf ( x )
x 12x 16

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Gegeben ist die Funktion :

xf ( x )
x 12x 16

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

=
+ +

=
+ +

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

   

    

          

d d
dx dx

2

2 2

22

2

d z( x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
dx n( x ) n( x )

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

x 12x 16 x x 12x 16
f ' x

x 12x 16

Um x 12x 16 zu differenzieren, benutzen wir die Summenregel , und erhalte

f

x

n :

' x

  ⋅ ⋅
= 

 

⋅ + + − ⋅ + +
=

+ +

+ +

( ) ( )
( )

( )
( )

    

         
     

2

22

2 2

22

x 12x 16 x 2x 12

x 12x 16

Die Klammern im Zähler ausmultiplizieren :

x 12x 16 2x 12x
f ' x

x 12x 16

Eckige Klammer auflösen : Wegen dem Minus vor der eckigen
Klammer müssen wir alle Vorzeichen n

1

i

⋅ + + − ⋅ +
=

+ +

 + + − + =
+ +

( )
( )

( )
( )

   

      

2 2

22

2

22

der Klammer umkehren :

x 12x 16 2x 12xf ' x
x 12x 16

Im Zähler die Ausdrücke sortieren und zusammenfassen :

16 xf ' x
x 12x 16

+ + − −
=

+ +

−
=

+ +
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2

2

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung ,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

16 x

x 12x

−

+ +

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

( )
                                                                                  

          
       

   

 

2

2

0
16

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler gleich Null setzen :

16 x 0

Wir l

=

− =

         

     

      

  

           

2

2

ösen die Gleichung, indem wir die Gleichung nach x auflösen :

16 x

Wir ziehen auf beiden Seiten die Wurzel :

x 4

Wir erhalten als Ergebnis, dass und die Nullstellen der 1.Ableitung sin d .

=

= ±

x = –4  x = 4
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

        

         
  

2

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

xf ( x )
x 12x 16

Pole können nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen daher

=
+ +

     

                

      

2

2 2

1,2

1

2

den Nenner mit Null gleichsetzen :

x 12x 16 0

Wir benutzen die " Lösungsformel für quadratische Gleichungen" :

b b 4ac 12 12 4 1 16 12 80x
2a 2 1 2

80x 6 1.53
2
80x 6 10.47
2

Dies

+ + =

− ± − − ± − ⋅ ⋅ − ±
= = =

⋅

= − + ≈ −

= − − ≈ −

     

             
         

  

sin d die beiden möglichen Pole.

Anmerkung :
Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt , werden wir hier nicht genauer
untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte
gesucht sin d , ab    er nicht die Pole.
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Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x 4 und x 4. Wir tragen diese Nullstellen der
1.Ableitung in eine Tabelle ein, soweit zusätzlich die Intervalle vor und

= − =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

   
            

 
 

  
nach diesen Stellen.

Außerdem tragen wir die beiden Pole ein, die wir auf der vorigen Seite berechnet haben :

∞
–10.4

–  bis – 10.4
x Ge

7

wählt 1.Ableitung F

–4

7

–

u

10.47  bis  – 4

nktion

– – – – – – möglicher Pol

– – z

        

u untersuchende Stelle

zu untersuchende 

 

Stell

 
 

e

 

 

 Um zu berechnen, ob es sich bei x 4 bzw. x 4 um Min=

⇐

∞
− =

⇐

–4   bis – 1.53

–1.53  bis 4

4  

–1.53

4
bis 

– Null horizontal

– – – – – – möglicher Pol

– – – Null horizontal

   
               

           

ima, Maxima oder Sattelpunkte
handelt , müssen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fällt , indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen unters

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( )

.
       Stelle           

 

          

    

2

22

2

22

uchen
Dazu wählen wir aus jedem Intervall eine , z.B. die vier Stellen – 5, – 2, 0 und 5 :

16 xErste Ableitung : f ' x
x 12x 16

16 9Erste Ableitung an der Stelle x –5 : f '
12 16

−
=

+ +

− −
= = =

+ ⋅ +

–5
–5

–5 –5

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( )

( )
( )

     

     

     

2

22

2

22

2

22

0
361

16 12Erste Ableitung an der Stelle x 2 : f ' 0
1612 16

16 16Erste Ableitung an der Stelle x 0 : f ' 0
25612 16

16 9Erste Ableitung an der Stelle x 5 : f ' 0
1020112 16

Anm

<

−
= − = = >

+ ⋅ +

−
= = = >

+ ⋅ +

− −
= = = <

+ ⋅ +

–2
–2

–2 –2

00
0 0

55
5 5

   
               
          

erkung für Pr ofis :
Da der Nenner stets positiv ist ( durch das Quadratzeichen ) hätten wir ihn eigentlich nicht berechnen müssen!
Das Vorzeichen der ersten Ableitung wäre nämlich dadurch identisch mit de     

           
            

m Vorzeichen des Zählers.
Da wir nun in allen Intervallen die Steigung ( 1.Ableitung ) kennen, können wir
in die Tabelle e int ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fällt :

x Gewählt 1.Ableitun

 

 

∞–  bis – 10.47 – – –

–10.47  bis  – 4 –5
–10.47 – – – – – –

–4 – – –

–1

g Funktion

.53 – – – – – –
–4   bis – 1.53 –2

–1.53  

möglicher Pol

Null horiz

hier unwichtig hier unwichtig

negativ fällt

positiv steigt
ontal 

möglicher Pol

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )

 

          
       

Nun können wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sin d :
Weil die Funktion vor der Stell

Minimum

Maxi

e x –4 f

mum

ä

⇐

=

⇐∞

bis 4 0

4  bis 

x
x
x
x

4 – – 

x
x

– xpositiv steigt

5 negativ f
N

ä
ull horizontal

llt

         
                

llt und nach ihr steigt , hat sie bei x –4 ein Minimum .
Weil die Funktion vor der Stelle x 4 steigt und nach ihr fällt , hat sie bei x 4 ein Maximum .

=
= =
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Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :
x –4 ein Minimum
x 4 ein Maximum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

x - Koordinat

=
=

 
   

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

( )
( ) ( )

( )

      welche lautete     

   =  

      

     

2

2

2

xen in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )
x 12x 16

x 4 1f
16 412 16

x 4 1f
80 2012 16

Die Extrema der Funktion haben fo lg ende Koordinaten :

0.25

0.05

4

=
+ +

−
= = = =

−+ ⋅ +

= = =
+ ⋅ +

− / 

Ergebnis:

–4
–4 –4

4
4 4

( )
( )            

ist ein Minimum

ist ein Maximum

0.25
4 0.05

    

      / 

Graph:

-1-0.9-0.8-0.7-0.6-0.5-0.4-0.3-0.2-0.1 0
 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-8 -6 -4 -2  0  2  4  6  8
Hinweis:
Das x=4 ein Maximum ist, kann man am Graphen schwer erkennen, da die Funktion für x>4 nur sehr langsam fällt.
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 Lösung zu 1j
  

    

   

         

3 2

3 2

x 9x 27x 27f ( x )
x 1

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Gegeben ist die Funktion :

x 9x 27x 27f ( x )
x 1

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quot

− + −
=

−

− + −
=

−

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

   

    

  bzw.      

2

3 2d d
d

3 2

2
d

2

x

3

x

ientenregel :

d z( x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
dx n( x ) n( x )

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

x 9x 27x 27 x 1 x 9x 27x 27
f ' x

x 1

Um x 9x 27x 27 x 1 zu differenzieren, benutzen wir d

x 1

ie

  ⋅ ⋅
= 

 

− + − ⋅ − − − + −− ⋅
=

−

− + − −

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

   

    

       

2 3 2

2

3 2 2 3 2

2

Summenregel , und erhalten :

3x 18x 27 x 1 x 9x 27x 27
f ' x

x 1

Das Ausmultiplizieren der Klammern ergibt :

3x 3x 18x 18x 27x 27 x 9x 27x 27
f ' x

x 1

Klammer auflösen : Wegen dem Minus vor der Klamm

1− + ⋅ − − − + − ⋅
=

−

− − + + − − − + −
=

−

( )
( )

( )
( )

 
       

      

3 2 2 3 2

2

3 2

2

er
müssen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :

3x 3x 18x 18x 27x 27 x 9x 27x 27f ' x
x 1

Im Zähler die Ausdrücke sortieren und zusammenfassen :

2x 12x 18xf ' x
x 1

− − + + − − + − +
=

−

− +
=

−
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3 2

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

2x 12x 18x
x

− +

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

( )
                                                                                  

          
       

   

2

3 2

0
1

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler gleich Null setzen :

2x 12x 18x

=
−

− +

( )
     

   

            
             

2

0

Wir klammern x aus und erhalten :

x 2x 12x 18 0

Wir erhalten die erste Lösung x 0, wenn wir uns an den Satz erinnern :
Ein Pr odukt ist genau dann gleich Null , wenn einer der Faktoren gleich Null ist.
D

=

− + =

=

( ) ( )

           

   

 lösen diese quadratische Gleichung mit Hilfe der Lösungsformel:

2

22

1,2

ie übrigen Lösungen ergeben sich, wenn man die Klammer mit Null gleichsetzt :

2x 12x 18 0

Wir

12 12 4 2 18b b 4ac 12 14x
2a 2 2

− + =

− − ± − − ⋅ ⋅− ± − ±
= = =

⋅

           

4 144 12 3
4 4

Wir erhalten als Ergebnis, dass und die Nullstellen der 1.Ableitung sin d .

−
= =

x = 0  x = 3
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

        

         
 

3 2

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

x 9x 27 x 27f ( x )
x 1

Pole können nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen

− + −
=

−

      

                

     

               

    

        

daher den Nenner mit Null gleichsetzen :

x 1 0

Auflösen der Gleichung nach x ergibt :

x 1

Dies ist ein möglicher Pol.

Anmerkung :
Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorli

− =

=

     
         

     

egt , werden wir hier nicht genauer
untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte
gesucht sin d , aber nicht die Pole.
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Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x 0 und x 3. Wir tragen diese Nullstellen der
1.Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusätzlich die Intervalle vor und n

= =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

  

  

 

 

  

  

zu unt

a

ersuchende Stelle

zu untersuchende Ste

ch diesen Stellen :

Um zu

lle

⇐
∞

⇐
∞

0 – – –

1 – – –

x Gewählt 1.Able
–  bis 0

0  bis  1

 1  bis  3

3  b

– – –

3 – – –

itung Funkti

i

on

s 

Null horizontal

möglicher Pol

Null horizontal

              
               

    

berechnen, ob es sich bei x 0 bzw. x 3 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
handelt , müssen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fällt , indem wi

= =

( )
( )

       .

            x=   x=   x=   x=

 

 

    

3 2

2

r die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen
1Dazu wählen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.b. die vier Stellen – 1 , , 2 und 4 :
2

Erste Ableit 2x - 12x 18xung :

Erst

f ' x
x

e

- 1

e Abl

+
=

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

         

     

     

3 2

2

3 2

1
2 2

3 2

2

2 12 18 32itung an der Stelle x –1: f ' 0
41

2 12 18 6.25Erste Ableitung an der Stelle x : f ' 0
0.251

2 12 18 4Erste Ableitung an der Stelle x 2 : f ' 0
11

⋅ − ⋅ + −
= = = <

−

⋅ − ⋅ + ⋅
= = = >

−

⋅ − ⋅ + ⋅
= = = >

−

–1 –1 –1
–1

–1

1 1 1
2 2 21

2 1
2

2 2 22
2

( )
( )

     

   
               
 

3 2

2

2 12 18 8Erste Ableitung an der Stelle x 4 : f ' 0
91

Anmerkung für Pr ofis :
Da der Nenner stets positiv ist ( durch das Quadratzeichen ) hätten wir ihn eigentlich nicht berechnen müssen!
Das Vorz

⋅ − ⋅ + ⋅
= = = >

−

4 4 44
4

             
           

     

eichen der ersten Ableitung wäre nämlich dadurch identisch mit dem Vorzeichen des Zählers.
Da wir nun in allen Intervallen die Steigung ( 1.Ableitung ) kennen, können wir
in die Tabelle e int ragen, ob die       Funktion in den Intervallen steigt oder fällt :

∞
0 – – –

1 – – –

3 –

–  bis 0

0  bis  1

 1  bis

x Gewählt 1.Ableitung Funktio

 – –

n

  3

1
2

Null horizontal

–  –  – mögliche

–1 negativ fällt

positiv steigt

2 posi
r Pol

tiv steigt
Null

          
             

 

 

 
Nun können wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte sin d :
1. Weil die Funktion vor der Stelle x 0 fällt und nach ihr s

Minimum

Sattelpunkt

teigt , hat

⇐

∞
⇐

=

3  bis 
horizontal

4 positiv steigt

   
    sow          

         

sie bei x 0 ein Minimum .
2. Weil die Funktion ohl vor als auch nach der Stelle x 3 steigt ,

hat die Funktion bei x 3 einen Sattelpunkt .

=
=

=
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Wir haben bereits x - Koordinaten des Extremums bzw. Sattelpunktes berechnet :
x 0 ein Minimum
x 3 ein Sattelpunkt

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, s

=
=

 
   

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

( )

( )

  

      welche lautete      

   =  

    

3 2

3 2

3 2

etzen wir die
x 9x 27x 27x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )

x 1
9 27 27 27f

1 1

9 27 27 0f
1 2

Das Extremum bzw. der Sattelpunk

27

0

− + −
=

−
− ⋅ + ⋅ − −

= = =
− −

− ⋅ + ⋅ −
= =

−

Ergebnis:

0 0 00
0

3 3 33
3

( )
( )

     
   
           

t der Funktion hat fo lg ende Koordinaten :
ist ein Minimum

ist ein Sattelpunkt
0 27
3 0

    
    

/
/

Graph:
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 Lösung zu 1k
  

    

   

         

3 2

3 2

x 3x 3x 1f ( x )
x 1

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Gegeben ist die Funktion :

x 3x 3x 1f ( x )
x 1

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotient

− + −
=

+

− + −
=

+

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

   

    

  bzw.       

3 2d d
dx dx

2

3 2

2

3 2

x 3x 3

enregel :

d z( x ) z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
dx n( x ) n( x )

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

x 1 x 3x 3x 1
f ' x

x 1

Um x 3x 3x 1 x 1 zu differenzieren, benutzen wir die Summenr

x x 1

g

1

e

  ⋅ ⋅
= 

 

⋅ + − − + − ⋅
=

+

− +

+ − +

− +

−

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

  

     

        
  

2 3 2

2

3 2 2 3 2

2

el , und erhalten :

3x 6 x 3 x 1 x 3x 3x 1 1
f ' x

x 1

Die beiden ersten Klammern ausmultiplizieren :

3x 3x 6 x 6 x 3x 3 x 3x 3x 1
f ' x

x 1

Klammer auflösen : Wegen dem Minus vor der Klammer
müssen wir al

− + ⋅ + − − + − ⋅
=

+

+ − − + + − − + −
=

+

( )
( )

( )
( )

     

      

3 2 2 3 2

2

3

2

le Vorzeichen in der Klammer umkehren :

3x 3x 6 x 6 x 3x 3 x 3x 3x 1f ' x
x 1

Im Zähler die Ausdrücke sortieren und zusammenfassen :

2x 6 x 4f ' x
x 1

+ − − + + − + − +
=

+

− +
=

+
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( )

           
          

   
3

2

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung ,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

2x 6 x 4
x 1
− +

=
+

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

                                                                                  

          
       

   

 te

3

0

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler gleich Null setzen :

2x 6 x 4 0

Wir

− + =

ilen die Gleichung durch 2, wodurch kleinere Koeffizienten entstehen,

   

           
     

3x 3x 2 0

Da man in der Schulmathematik die Lösungsformel für Gleichungen 3.Grades nicht lernt ,
müssen wir eine andere Methode ver

− + =

      
         

suchen, um diese Gleichung 3.Grades zu lösen.
Wir erinnern uns an einen Satz aus der Alg ebra : "Falls eine ganzrationale Funktion 
ganzzahlige Lösungen hat, dann sind sie unter den Teilern des Absolutgli

             
          

         

. Wir lösen die Gleichung also durch Pr obieren, indem wir die " Teiler des
Absolutgliedes" (1,2,–1 und 2 ) der Reihe nach in die Gleichung einsetzen :

Wir erhalten als Ergebnis, dass

−

edes 
zu finden"

x     

              
         

Nullstellen der 1.Ableitung sin d .

Da eine Gleichung 3.Grades aber aber drei Lösungen haben kann, müssen wir nach weiteren möglichen
Lösungen suchen. Weil x 1 und x –2 Lösungen sin d , können w= =

= –2 und x = 1

( )
( )

( ) ( )

 
            

       

      

2

2

( x–1 ) ( x 2 )

3 2

ir ( x – 1) ( x 2 ) x x 2
aus der Gleichung 3.Grades abspalten. Dazu teilen wir die Gleichung 3.Grades durch x x 2 :

x 3x 2 : x x 2 ( x – 1)

Die Gleichung 3.Grades kann man also sch

⋅ +

⋅ + = + −
+ −

− + + − =

 

       

              
            

 

reiben als :

( x – 1)( x – 1)( x 2 ) 0

Nun können wir die Lösungen x 1 und x –2 ablesen, indem wir den Lehrsatz benutzen :
Ein Pr odukt ist gleich Null , wenn einer der Faktoren gleich Null ist.

Wir erhalten

+ =

= =

          als Ergebnis, dass und die Nullstellen der 1.Ableitung sin d .x = –2  x = 1
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

        

         
  

3 2

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

x 3x 3x 1f ( x )
x 1

Pole können nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen d

− + −
=

+

     

                

     

               

    

        

aher den Nenner mit Null gleichsetzen :

x 1 0

Auflösen der Gleichung nach x ergibt :

x –1

Dies ist ein möglicher Pol.

Anmerkung :
Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorlie

+ =

=

     
         

     

gt , werden wir hier nicht genauer
untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattepunkte
gesucht sin d , aber nicht die Pole.



Übungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Copyright by Josef Raddy und www.mathematik.net

               
           

Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x 2 und x 1. Wir tragen diese Nullstellen der
1.Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusätzlich die Intervalle vor und

= − =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

  
         

nach diesen Stellen.
Außerdem tragen wir den möglichen Pol in die Tabelle ein :

∞
x Gewählte Stelle 1.Ableit

–  bis – 2

–2  bis 
–2 –  –  –

–1 –  –  – –  –  

u

 – 1

 – 1  

ng Funkt

bis

io

 
–

1  

n

–  –
1

 

Null horizontal

möglicher Pol

 zu untersuchende Stelle

 zu untersuche

              

nde Ste

 
     

 

 

 
lle

Um zu berechnen, ob es sich bei x 2 bzw. x 1 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
handelt , müssen wir untersuchen, ob die Fun

= − =
∞

⇐

⇐
1  bis

 –
 

Null horizontal

         
           .
           

ktion in den Intervallen vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fällt , indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen
Dazu wählen wir aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Ste

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

        

 

          

         

3

2

3

2

llen x –3 , x 1.5 , x 0 und x 2 :

2x 6 x 4Erste Ableitung : f ' x
x 1

2 6 4 54 18 4Erste Ableitung an der Stelle x –3 : f ' 8 0
41

23Erste Ableitung an der Stelle x – : f '
2

= = − = =

− +
=

+

⋅ − ⋅ + − + +
= = = = − <

+

⋅
= 

 
 

= 3
2

–3 –3
–3

–3

–3–
2

( )
( )

( )
( )

( )
( )

     

     

   
      

3

2

3

2

3

2

6 4 6.25 25 0
0.251

2 6 4 4Erste Ableitung an der Stelle x 0 : f ' 0
11

2 6 4 8Erste Ableitung an der Stelle x 2 : f ' 0
91

Anmerkung für Pr ofis :
Da der Nenner stets positiv ist ( du

− ⋅ +
= = >

+

⋅ − ⋅ +
= = = >

+

⋅ − ⋅ +
= = = >

+

3
2

3
2

–

–

0 00
0

2 22
2

         
              

     

rch das Quadratzeichen ) hätten wir ihn eigentlich nicht berechnen müssen!
Das Vorzeichen der ersten Ableitung wäre nämlich dadurch identisch mit dem Vorzeichen des Zählers.
Da wir nun in allen Interval       

            
len die Steigung ( 1.Ableitung ) kennen, können wir

in die Tabelle e int ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fällt :

∞
x Gewählte Stelle 1.Ableitu

–  bis – 2
–2 –  

ng Funktion

–  –
–3 negativ fällt

Null h

 
         

 
Nun können wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpu

∞

–2  bis  – 1

 – 1  bis 1

1  bis

–1 –  –  – –  –  –

1 –  – 
 

 –

orizontal

möglicher Pol

Null

3– positiv steigt
2

0 positiv ste
horizontal

igt

2 positiv steigt
 

                 
    sowohl     als auch nach der Stelle x=1  

     

nkte sin d :
1. Weil die Funktion vor der Stelle x –2 fällt und nach ihr steigt , hat sie bei x –2 ein Minimum .
2. Weil die Funktion vor der Stelle x 1 steigt ,

hat

= =
=

  

   sie bei x 1 einen Sattelpunkt .=   



Übungen: Extrem- und Sattelpunkte gebroch.-rat. Funktionen

Copyright by Josef Raddy und www.mathematik.net

        
    
   

       

Wir haben bereits x - Koordinaten des Extremums bzw. Sattelpunktes berechnet :
x –2 ein Minimum
x 1 ein Sattelpunkt

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen,

=
=

 
   

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

  

      welche lautete     

   =  

    

3 2

3 2

3 2

setzen wir die
x 3x 3x 1x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )

x 1
3 3 1 27f

1 1

3 3 1 0f
1 1 2

Das Extremum bzw. der Sattelpunkt

27

0

− + −
=

+
− ⋅ + ⋅ − −

= = =
+ −

− ⋅ + ⋅ −
= =

+

Ergebnis:

–2 –2 –2
–2

–2

1 1 11

( )
( )

     
   
           

  
der Funktion hat fo lg ende Koordinaten :

ist ein Minimum
ist ein Sattelpunkt

2 27
1 0
−     

      
/ 

/ 

Graph:
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 Lösung zu 1L
  

    

   

         

3

3

xf ( x )
x 2

Lokale Extrema, Terassenpunkte

Gegeben ist die Funktion :

xf ( x )
x 2

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

d z( x )
dx n( x

=
+

=
+

Gegeben:

Gesucht :

1.Ableitung berechnen:

[ ]

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )
( )

   

    

         

  

 

2

3

2

3d d
dx dx

32

2

z'( x ) n( x ) – z( x ) n'( x )
) n( x )

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

x 2 x
f ' x

x 2

Um x 2 zu differenzieren, benutzen wir die Summenregel , und erhalten :

x 2 x
f '

x

x
x 2

Die Klammer au

x 2

3x

s

1

  ⋅ ⋅
= 

 

⋅ + − ⋅
=

+

+

⋅ + − ⋅
=

+

+

( )
( )

( )
( )

      

3 2 3

2

3 2

2

multiplizieren :

3x 6 x xf ' x
x 2

Im Zähler die Ausdrücke sortieren und zusammenfassen :

2x 6 xf ' x
x 2

+ −
=

+

+
=

+
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( )

           
          

     
3 2

2

Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, müssen wir die 1.Ableitung ,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

2x 6 x
x 2
+

+

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

                                                                                  

          
       

     

 

3 2

0

Der Bruch wird Null , wenn der Zähler zu Null wird .
Wir müssen daher den Zähler gleich Null setzen :

2x 6 x 0

Wir

=

+ =

( )

 

     

             
           

    

2

2

können x ausklammern :

x 2x 6 0

Nun benutzen wir den Satz : " Ein Pr odukt ist gleich Null , wenn einer der
Faktoren gleich Null ist" . Die erste Lösung können wir nun ablesen :
Sie lautet x 0. Eine weite

+ =

=         
 

       

     

       

     

     

    

re Lösung fin det man, wenn man die Klammer mit
Null gleichsetzt :

2x 6 0

Wir subtrahieren 6 auf beiden Seiten :

2x 6

Wir teilen die Gleichung durch 2 :

–6x 3
2

Wir erhalten als Ergebnis, da

+ =

= −

= = −

       ss und die Nullstellen der 1.Ableitung sin d .x = 0  x = –3
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Auf der nächsten Seite werden wir den "Verlauf der 1.Ableitung berechnen" .
Da sich die Steigung einer Funktion ( die 1.Ableitung ) nicht nur an
lokalen Extremstellen ändern k

Definitionslücken  berechnen:

     
       

    

        

         
    

3

ann, sondern auch an Polen,
müssen wir die Pole der Funktion berechnen.

Die gegebene Funktion lautete :

xf ( x )
x 2

Pole können nur an den Nullstellen des Nenners entstehen.
Wir müssen daher den

=
+

   

                

     

               

    

         

Nenner mit Null gleichsetzen :

x 2 0

Auflösen der Gleichung nach x ergibt :

x –2

Dies ist ein möglicher Pol.

Anmerkung :
Ob an den beiden Stellen wirklich ein Pol vorliegt , werde

+ =

=

    
         

     

n wir hier nicht genauer
untersuchen, da ja in der Aufgabe nur Extrema und Sattelpunkte
gesucht sin d , aber nicht die Pole.
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Die Nullstellen der 1.Ableitung lauteten : x 3 und x 0.
Wir tragen diese Nullstellen der 1.Ableitung in eine Tabelle ein, sowie zusätzlich die
Intervalle vor und n

= − =

Verlauf der 1.Ableitung untersuchen:

         
 

 

ach diesen Stellen. Außerdem tragen wir den möglichen Pol ein :

∞
–3 –  –  –

–2 –  –  –

x Gewählt 1.Ableitung Funkt
–  bis 

–  – 

i

 –

0 –  

– 3

–3  bis  – 2

 – 2  b

o

is 0

0  bis
  

n

– –

Null horizontal

möglicher Pol

Null horizontal

 zu untersuchende Stelle

 zu untersuchende Stelle

               
         

 
Um zu berechnen, ob es sich bei x 3 bzw. x 0 um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
handelt , müssen wir untersuchen, ob die Funktion in den Intervall

⇐

= − =
∞

⇐
 

      
           .    

             

en vor bzw. nach diesen Stellen
steigt oder fällt , indem wir die 1. Ableitung in diesen Intervallen untersuchen Dazu wählen wir
aus jedem Intervall eine Stelle, z.B. die vier Stellen x –4 , x 2.5 ,= = −

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

  

 

          

         

3 2

2

3 2

2

3 2

2

x –1 und x 1:

2x 6 xErste Ableitung : f ' x
x 2

2 6 32Erste Ableitung an der Stelle x –4 : f ' 0
42

2 6 6.25Erste Ableitung an der Stelle x 2.5 : f ' 24 0
0.252

Erst

= =

+
=

+

⋅ + ⋅ −
= = = <

+

⋅ + ⋅
= − = = = >

+

–4 –4
–4

–4

–2.5 –2.5
–2.5

–2.5

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

     

     

   
         

3 2

2

3 2

2

2 6 4e Ableitung an der Stelle x 1: f ' 0
12

2 6 8Erste Ableitung an der Stelle x 1: f ' 0
92

Anmerkung für Pr ofis :
Da der Nenner stets positiv ist ( durch das Quadratzeichen ) hätten

⋅ + ⋅
= − = = >

+

⋅ + ⋅
= = = >

+

–1 –1
–1

–1

1 11
1

      
              

        

wir ihn eigentlich nicht berechnen müssen!
Das Vorzeichen der ersten Ableitung wäre nämlich dadurch identisch mit dem Vorzeichen des Zählers.
Da wir nun in allen Intervallen die Steigung ( 1.Ableitung )   

            
kennen, können wir

in die Tabelle e int ragen, ob die Funktion in den Intervallen steigt oder fällt :

∞
x Ge

–  bis – 3 –3
wählte Stel

–3  

le 1.Ableitun

bis  – 2 –
–3 –  – 

2.
 –

g Fun i

5

kt on
negativ f

Null horizonta
ällt

p
l

ositi

  
 

        

 Minimum

 Sattelpunkt
 

Nun können wir ablesen, welche Punkte Maxima, Minima oder Sattelpunkte s
∞

⇐

⇐
 – 2  bis 0 –1

0

–2 –  –  – –  –  –

0
 bis 

–  –  –
1

v steigt

positiv steigt

positiv s

möglicher Pol

Null horizon
t
tal

teig

                 
    sowohl     als auch nach dieser Stelle  

      

in d :
1. Weil die Funktion vor der Stelle x –3 fällt und nach ihr steigt , hat sie bei x –3 ein Minimum .
2. Weil die Funktion vor der Stelle x 0 steigt ,

hat sie bei

= =
=

  

  x 0 einen Sattelpunkt .=   
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Wir haben bereits x - Koordinaten des Extremums bzw. Sattelpunktes berechnet :
x –3 ein Minimum
x 0 ein Sattelpunkt

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen,

=
=

 
   

y-Koordinaten der Extrema berechnen:

( ) ( )

( )

  

      welche lautete     

 

   =   

         

3

3

3

setzen wir die
xx - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, : f ( x )

x 2
27f

2 1

0f
2 2

Das Extremum bzw. der Sattelpunkt der Funktion hat fo lg ende Koor

27

0

=
+

−
= = =

+ −

= =
+

Ergebnis:

–3
–3

–3

00
0

( )
( )

   
             

dinaten :
ist ein Minimum

ist ein Sattelpunkt
3 27

0 0
−     

     
/
/
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