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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Finde lokale Extrema der folgenden gebrochen rationalen Funktionen.
Berechne diese Punkte mit Hilfe der Methode: Untersuchung der 2.Ableitung.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Losung zu1a
Gegeben:]| s(x)- £ -x+!

X" +x+1

Gesucht :| Lokate Extrema

Die 1.Ableitungberechnen:
Gegeben ist die Funktion :

L .
X —x+
| S(x)=— l
L Xl
Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
-ttt T -1
| |
| ( Z(X)J _Z(x)n(x) — z(x)-n'(x) |
| - |
nx) [n(x)] :
o
Es ergibt sich als 1.Ableitung :
L
if'( (xz—x+1) -(—x2+x+1)—(x2—x+]).(—x2+x+1) i

X
i (—xz +x+ ])2 i
L -
Um (x2 -x+1 ) bzw. (—x2 +x+1 ) zu differenzieren, benutzen wir die Summenregel, und erhalten :
Bl
l (2x—1)-(—x2+x+])—(x2—x+])-(—2x+])l
| f(x) = ; |
! (—x2 +x+ ]) !
L J
Die Klammern im Zdhler ausmultiplizieren :
1
l —2x3+2x2+2x+x2—x—l—[—2x3+x2+2x2—x—2x+1J l
/(%) = p ; |
! (—x +x+ 1) !
L _____ |

Eckige Klammer auflosen : Wegen dem Minus vor der eckigen
Klammer miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :

L = |

I 2 2 I

! (—x +x+1 ) !
S, -

Im Zdhler die Ausdriicke sortieren und zusammenfassen ergibt die gewiinschte 1.Ableitung :
Tttt Tt T T

| 5 2 |

! (—" +x+1) |

L |
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

| Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung, |

i die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

4x -2

(—x2 +x+1)2 -0

Der Bruch wird Null, wenn der Zdihler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zihler gleich Null setzen :

4x-2=0

Wir losen die Gleichung durch Umstellen der Formel nach x.

Zuerst addieren wir 2 auf beiden Seiten :
4x =2

Jetzt teilen wir die Gleichung durch 4 :
2
X = =
4

Jetzt miissen wir das Ergebnis nur noch kiirzen :

die einzige Nullstelle der 1.Ableitung ist.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Die 2.Ableitungberechnen:

Gegeben ist die 1.Ableitung, die wir im vorletzten Schritt berechnet haben :

Wir wollen die 2.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

[ﬂJ = z(x)-n(x) = 2(x)-n'(x) z(x ) = Zdhlerpolynom, n(x)= Nennerpolynom

n(x) [n(x)]2
Es ergibt sich als 2.Ableitung :
A
: (4x - 2) -(—x2+x+1)2—(4x—2) (—x2+x+1)2 :
()= il L
! [(—x2 +x+1) } !
- - - ___ _

Zundchst berechnen wir (4x - 2)' , d.h. wir bilden die Ableitung von (4x - 2).
Mit Hilfe der Summen - und Potenzregel erhalten wir als Ergebnis 4 :

T
| 4 (—x2+x+1) —(4x—2)-[(—x2+x+1) } |
()= 2 :
| 2 2 |
! [(—x +x+1) } !
- == ___ _
Jetzt ist in der Formel nur noch ein Differential vorhanden, dass wir rot markieren:
r-—-—-—"—T Tttt TTTTTTTTTTTTTTTT T a

Zur Berechnung des Differentials benétigen wir die Kettenregel:[g(f(x)ﬂ = g'(f(x)) . f’(x)

mit (—x2 +x+ I)als innerer und x° als dufSerer Funktion.

[(—x2 +x+ 1)2 T

Im Nenner wenden wir das 3.Potenzgesetz an: Eine Potenz

wir potenziert, indem die Exponenten multipliziert werden:

Auf der ndchsten Seite geht es weiter :
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Fortsetzung

Auf der letzten Seite sind wir bis zu folgender Formel gekommen:

I (< +x+1)[4(= + x4 1)~ (4x-2)-2(-2x+ 1)
v (x = |
: (—x2 +x+1 ) :
N _____ _
Nun konnen wir den Bruch mit (—x2 +x+1 ) kiirzen:

rf(x) ___4_(1;5 +x+1) ':'(;;'_' }53_2_ (-2x+1)

| (—x +x+1 ) |
S S A |

Nun fangen wir an, den Zdihler zu vereinfachen, und beginnen mit der ersten

Klammer. Dort multiplizieren wir die Klammer mit der davorstehenden "4":

| " |
S"(x)= |

! (—xZ +x+1) !

U VU A I
Nun multiplizieren wir die letzte Klammer mit der 2:

N 45" +4x+4—(4x-2)-(—4x+2) |

If”(x)—_x+x+ —(4x-2)-(—4x+ ):

! (—x2 +x+1) !

S _|

Die beiden Klammern konnen wir ausmultiplizieren.

S

! —4x2+4x+4—(—]6x2+8x+8x—4) !

:f”(x = '

: (—x2 + x+1) :

. i

Nun losen wir die Klammer im Zdhler auf. Weil ein "Minus" vor der

Klammer steht, miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren:

ittt FTTIm T PR -
! ,,(x)_—4x +4dx+4+16x" —8x—8x+4 |

| - |

| X’ +x+1 |

] (1 ) |

Wir fassen gleiche Terme zusammen, und erhalten die gesuchte 2.Ableitung:

" 12x" —12x+8
f(x)=

(—x2 +x+1)3
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung:

Wir haben im vorigen Schritt die 2.Ableitung berechnet:
, 12x° —12x+ 8
S"(x) =7, ;
(—x +x+1 )
Nun berechnen wir den Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung.
Praktisch bedeutet dies: Wir ersetzen alle x in der 2.Ableitung durch £,

und berechnen dann den Wert dieses Ausdrucks :
12-(L) =12-(L)+8
f"(é): (2)2 (2)3
(- +()+1)
Wir vereinfachen:
f,,(i):12-(2)—12-(é)+8:3—6+8: 5
T () 1) ) @)
Eigentlich kénnen wir die Rechnung hier abbrechen, denn man sieht bereits,
dass der Bruch positiv wird. Trotzdem geben wir noch das Endergebnis an:

64
fr(4)=55=2.56

Wenn die 2.Ableitung an der Nullstelle der 1.Ableitung positiv ist,

dann liegt dort ein Minimum vor.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

!_Wir haben bereits x - Koordinaten des Minimums berechnet : j

x= 3 ist ein Minimum

Um die y - Koordinate des Minimums zu berechnen, setzen wir die

|
|
|
|
|
|
|
|
|
i x - Koordinate in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)=
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|

X' —x+1
X +x+1
2
m _(’j” 12,4 3 3
1. \2) \2) _ 4.4 4 _4 34 7 06
fl3)=—55 - =4-22-1-
2 1 1 1 2 4 5 4 5 5
A2) tl2)t it
L. \2) \2) % % % “* g
Ergebnis:
| Das einzige Extremum der Funktion hat somit folg ende Koordinaten : |
| |
i (l / ij ist ein Minimum i
| 2 5 |
| |
| Oder in Dezimalschreibweise : (05 /06) _E

NoOORN2oORNONROO2NRDON

LLLLN 666 cooco

=

5-45-4-35-3-25-2-15-1-050 051152253 354 45 5
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Losung zu1ib
Gegeben:

X
1+ x°

f(x)=

Gesucht:

Lokale Extrema

Die 1.Ableitung berechnen:

Zuerst miissen wir die 1.Ableitung bilden :

S
! fix)= X Wir differenzieren die Funktion

: 1+x° mit Hilfe der Quotientenregel :

|

! ’

i (z(x)} _z'(x)-n(x) — z(x)-n'(x)

i n(x) [n( X )]2

|

|

i f’(x) B (x)' -(1 +x° ) —Xx- (I + xz) Um (x)’ zu berechnen benutzen wir die Potenzregel

: B ( Iy’ )2 und erhalten als Ergebnis 1.

|

| '

i Um (1 + xz) zu berechnen, miissen wir die Summenregel
l anwenden, d.h. wir miissen jeden Summanden einzeln
i differenzieren.

|

i £ ] (1 + 52 ) —x-2x | Zdhler vereinfachen

| ! X)=

i (1 +x° )

|

|

i 7 ) _ I+ x’=2x° | Zihler vereinfachen

| 2

i (1 +Xx )

|

b 1-x°

(%) =

' I+x
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

I -1
! Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,

| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

1-x’

——=0
(]+xz)2

Der Bruch wird Null, wenn der Zdihler zu Null wird.

Wir miissen daher den Zihler mit Null gleichsetzen :
1-x°=0

Diese quadratische Gleichung losen wir durch Umstellen :

1=x’
x ==/

Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x =1 und x = -1.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Die 2.Ableitung berechnen:

Wir wollen die 2.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
(Z(x)j " z(x)n(x) — z(x)-n'(x)

n(x) [n( X )]2
Es ergibt sich als 2.Ableitung :

z(x ) = Zdhlerpolynom, n(x)= Nennerpolynom

In der Formel kommen noch zwei Differentiale vor, die wir noch berechnen miissen.

1
Zuerst berechnen wir (] — xz) , indem wir die Summen- und Potenzregel anwenden:

Das andere Differential steht am Ende des Zdihlers. Um es zu berechnen, miissen wir

die Kettenregel anwenden. Sie lautet:[g(f(x)ﬂ - g’(f(x))~f’(x)
mit (1 +x° )als innerer und x° als duferer Funktion :

Durch Anwendung der Kettenregel haben wir das komplizierte Differential in ein
einfaches Differential umgewandelt, welches wir mit Summen- und Potenzregel losen:

(1+2)] |

Im Nenner wenden wir das 3.Potenzgesetz an: Eine Potenz
wir potenziert, indem die Exponenten multipliziert werden:

'weiter auf der ndchsten Seite
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 Gegeben ist die 1.Ableitung, die wir im vorleizten Schritt berechnet haben: B
-
: r( x) _1-x ’ :
I - (1+x° )2 I
X
L _____________ |



Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Fortsetzung

| Die letzte Formel auf der vorigen Seite lautete: |
| xe (1) —(1-x)2(14 %) 2x |

f(x) = — |

SR Ut N |

Wir kénnen im Zdhler den Term (1 +x’ ) ausklammern:

h () awe (14 07) = (1-27) - 2-2x]

KA (1+7) |
S S A _

r 2x- (1457 )= (1=x7)-4x |
(1 +x° )
I S A _

_ __;2__
I
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung:

Wir haben im vorigen Schritt die 2.Ableitung berechnet:

N S 1
=
| (1+x2) |
I W

Nun berechnen wir den Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung.
Praktisch bedeutet dies: Wir ersetzen alle x in der 2.Ableitung durch 1 bzw. —1,
und berechnen dann den Wert dieses Ausdrucks :

e 1 __i:
STy T
()2 = (’—_13_"—5;;_5 _ g
o () 0 |

Auswertung des Ergebnisses:
An der Stelle x=1 hat die 2.Ableitung einen negativen Wert, also

hat die Funktion f(x) dort ein Maximum.

An der Stelle x=—1 hat die 2.Ableitung einen positiven Wert, also
hat die Funktion f(x) dort ein Minimum.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

____________________________________________________________ -
' Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet : !
I |
| |
i x = —1 fiir das Minimum i
I x= 1 fiir das Maximum !
| |
| |
i Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die i
| |
i x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x) = ; al > i
| +X |
a , a
| - 1 |
1) = = -2 .
! 1+(-1) 2 !
| |
| 1 1 |
I 1) = = = I
l ALY 1+71° 2 !
] i

Ergebn Is:

____________________________________________ -
' Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten : |
I |
| |
i . i
| (—1 /- —j ist ein Minimum |
o |
l (1 / 5) ist ein Maximum l
| |
I I
| |
g |

OO0O00O0 000000
OO PWON_LA,O_ANWOWPAPOIO

°8 7 6 54 -3-2-1012 3 456 7 8
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Losung zuic
Gegeben:|rix)=—=

X’ +2x+4

GeSUCht .| Lokale Extrema

1.Ableitung berechnen:

Gegeben ist die Funktion :

L i

! X

:f(x) X+ 2x+4

- -

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
s K

| [z(x)} _z(x)on(x) = z(x)-n'(x) |

[ - |

' n(x) [n(x)]2 :
e

Es ergibt sich als 1.Ableitung :
L 1
:f( ) (x)'-(x2+2x+4)—x-(x2+2x+4) |
' (x)= I
| (x° +2x+4) |
L .|

Die Formel enthdlt noch 2 Differentiale (blau), die wir l6sen miissen.

Die Ableitung von x ist 1 :

B 1-(x2 +2x+4)—x-(x2 +2x+4)' i
(xz+2x+4)2 i

e -

x’ +2x+4—x~(2x+2) l
— ; > :
(x +2x+4) !

T T i
| f’(x): X +2x+4—[2x +2x] _ X+ 2x+4—-2x" = 2x |
i (x2 +2x+4)2 (x2 +2x+4)2 i
L |
Zihler vereinfachen ergibt die Losung:
L

Lo, 4-x |

(X)) = 7 |

! (x +2x+4) !

g -
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

1
| Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen,

miissen wir die 1.Ableitung, die wir auf der

vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

4-x°

Der Bruch wird Null, wenn der Zdihler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler mit Null gleichsetzen :

4-x"=0

Wir losen diese Gleichung durch Umformung nach x :

=
)
I
N

Auf beiden Seiten die Wurzel ziehen :
Nl

Vereinf achen :
|x| =2

Betragsgleichung losen :
x=%12

Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x =+2 und x=—2.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Die 2.Ableitungberechnen:

T T T T, . T T T T T T T T T T L T T T T T, Tttt -

Gegeben ist die 1.Ableitung, die wir im vorletzten Schritt berechnet haben :

()=

(x* +204+4)

Wir wollen die 2.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

z(x ) = Zdhlerpolynom, n(x)= Nennerpolynom

(z(x)} " Z(x)n(x) — 2(x)-n'(x)

n(x) [n(x)]2
Es ergibt sich als 2.Ableitung :
Tttt TTTTTTTTTTTTTTTTmTmTrmmmmTT
i (40 (¢ 2x ) (4 ) [ (0 #2000 |
- - a
! [(xz +2x+4) } !
b e ___ o

In der Formel kommen noch zwei Differentiale vor, die wir noch berechnen miissen.

!
. 2 . . .
Zuerst berechnen wir (4 —-X ) , indem wir die Summen- und Potenzregel anwenden:

(i +2x+4)2 _(4_x2).[(x2 +2x+4)2}

()=

Das andere Differential steht am Ende des Zdhlers. Um es zu berechnen, miissen wir

die Kettenregel anwenden. Sie lautet:[g(f(x))} - g’(f(x))~f’(x)

mit (x2 +2x+ 4) als innerer und x° als duferer Funktion :

Durch Anwendung der Kettenregel haben wir das komplizierte Differential in ein

einfaches Differential umgewandelt, welches wir mit Summen- und Potenzregel losen:

Im Nenner wenden wir das 3.Potenzgesetz an: Eine Potenz

wir potenziert, indem die Exponenten multipliziert werden:

| weiter auf der ndchsten Seite
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Fortsetzung
| Die letzte Formel auf der vorigen Seite lawtete: |
E_f”(x) _ —2x~(x2 +2x+ 4)2 —(4 —xz)-Z(xz +2x+ 4)-(2x+ 2)_E
AR (Cozed) j

!_}_”_(_;___15;6 (¥ 42w+ 4)=(4-x)2(2x+2) |
i B (xz +2x+4 ) i
L -
o 2%’ —4x’ —8x—(4-2")-(4x+4) |
: / N( )= 3 |
| (xz +2x+ 4) |
.- - _

5
—2x° —4x? —8x—(]6x+]6—4x3 —4x2) [

3
(xz +2x+4 ) :
Nun losen wir die Klammer im Zdhler auf. Weil ein "Minus" vor der
Klammer steht, miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren:

i
! f”(x) _ 2" —4x" —8x—16x—16+4x’ +4x° !

| - |

| (xz +2x+4 )3 |

Im Zihler werden nun gleiche Potenzen zusammengefa/st.
Wir erhalten die gesuchte 2.Ableitung:

~
3
S
=
~
Q
=N
s
3
S
Q
3
g
3.
>
g
&
3
3
3
Q
3
3
3
;-
&
! 3
g
<
S
3
<}
]
=
*
S
Q
3
5
<y
S
=
3
S
I
=
=
N
3
]
S

N 2% —24x—16 |

S (x) = :

! (x*+2x+4) |

- __Z_ -
L |
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung:

Wir haben im vorigen Schritt die 2.Ableitung berechnet:
Y YT Y 1

|

|

Nun berechnen wir den Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung.
Praktisch bedeutet dies: Wir ersetzen in der 2.Ableitung alle x durch 2 bzw. -2,
und berechnen dann den Wert dieses Ausdrucks :

rf(z) 2:2-24-2-16_16-48-16_—48 __ 48 _ I |
:L (22 +2.2+4)3 12° 122 1728 36_i
N 2(-2Y =24(=2)-16 +16 1|
S e
R () N J

Auswertung des Ergebnisses:
An der Stelle x=2 hat die 2.Ableitung einen negativen Wert, also

hat die Funktion f(x) dort ein Maximum.

An der Stelle x=—2 hat die 2.Ableitung einen positiven Wert, also
hat die Funktion f(x) dort ein Minimum.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

!—Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet : ]

x = —2 ein Minimum

x = +2 ein Maximum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x) =
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

_r
X +2x+4
-2 -2 -2 1
(_2) +2.(_2)+4 4—4+4 4 2
2 2 1
2) =— = —=|—|~0.167
L{_(__)____Z_Z_Jig;?ii(___l_z____ _______________________________________ ]

| Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten O

[—2 /- é} ist ein Minimum

(2 / éj ist ein Maximum

Graph:

0.3
0.2
0.1+

-0.1 ¢
-0.2 <
-0.3 ¢
-0.4 -

065 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Losung zu1d
Gegeben:

X’ =7x+6
x—10

f(x)=

Gesucht:

Lokale Extrema

1.Ableitung berechnen:
Wir miissen die 1.Ableitung bilden :

s nl
| X’ =7x+6 Wir differenzieren die Funktion !
| f(x)= T8 T aerenseen " |
! x—10 mit Hilfe der Quotientenregel : !
| |
| [Z(x)j " z(x)n(x) — z(x)n'(x) |
i n(x) [n( X )]2 i
| |
| |
| ! ’ [ ' |
(P =7x46) (x=10)—=(¥7 =7x+6)-(x=10) | Um (x* =7x+6) bzw. (x-10) |
' f (x)= > 9, o !
, ( X— ]0) zu berechnen, miissen wir die ,
i Summenregel anwenden, d.h. i
! wir miissen jeden Summanden !
i einzeln (mit Hilfe der Potenzregel) i
! differenzieren. !
| |
| |
i ' _(2x—7)-(x—]0)—(x2—7x+6)-(1+0) Ziihler vereznfach?n ." . i
S (x) = 2 Klammern ausmultiplizieren i
! (x -1 0) !
| |
i ’ 2x7 = 20x-7x+70 — (xz —7x+ 6) Klammer im Zdhler auflosen : i
! S (x) - (x _J 0)2 Die Vorzeichen in der Klammer kehren |
i sich um, weil "Minus" vor der Klammer i
| |
i f’(x) _ 2x° = 20x-7x+70 —x° +7x—6 Zihler vereinf achen : i
i (x- 10)2 Gleiche Potenzen zusammenfassen i
| |
| |
Lo, x’ —20x+64 '
i f (x) - 10V i
[ (_ x_i__) _______________________________________________________________ 4
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Nullstellen der 1.Ableitungberechnen:

M T T T T T T T oo T
| Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,

| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

x? = 20x + 64
(x—10Y

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler mit Null gleichsetzen :

Diese quadratische Gleichung losen wir mit der Losungsformel
fiir quadratische Gleichungen :

—b~b —4ac _ —(—20)i\/(—20)2 —4 164 20+144 _20+12

X2 =

2a 2-1 2 2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
;
|
X’ =20x+64=0 :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Die Nullstellen der 1.Ableitung lauten : x =4 und x = 16. !
|

|
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Die 2.Ableitungberechnen:

Gegeben ist die 1.Ableitung, die wir im vorletzten Schritt berechnet haben:
f}(' ')':' ¥ —20x+64 |
| (x—10)"
e -

(z(x)} " Z(x)n(x) — 2(x)-n'(x)
n(x) [n(x)]2

(2x=20)-(x=10)" =(x* = 20x+64)-| (x~10)'|

"(x)=

__;___

)
)
o)
)
g,
Q
~
Q
g
g
Q
S
=
)
~
o]
Q
Q
Ny
~
)
3
)
=,
Q
QU
8
N
>
~u
g
“
=
3
8
N
<
S
Q
N
Q
o
Ny
S
Q
S
3
I
@
5
Q
S
g
<

S
=
R
=<
m
I
N
1
~
Q
3
=
]
2
m
S
%!
2
S
N
~
m
=~
1
0q
—_
~
—~
o)
N—
N—
| —|
[l
0q
—_
~
—_
=
N—
N—
~
=
=
N—
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Fortsetzung
[ Die letzte Formel auf der vorigen Seite lautete: !
I et n
| (2x=20)-(x=10)" —(x* = 20x+64)-2(x—10) |
(%) ; !
| (x — ]0) |
- - __ |
Wir konnen im Zihler den Term (x -1 0) ausklammern:
] (x =10} (2x=20)-(x = 10)—(x* = 20x+64)- 2] !
S (x) = ; |
[ (x — ]0) |
L N 1

T (2x—20)-(x—10)—(x* —20x+64)-2 |
S (x)= ; |
| (x—IO) |
e |
! 2x2—20x—20x+200—(x2—20x+64)-2:
1 (x)= ; |
| (x—]O) |
S A |

o T T T T T T I T ST T TS -1
. 2x7 = 20x = 20x + 200 (2x* —40x +128) !
/(%)= ; :
| (x—]O) |
U M A 1
Nun l6sen wir die Klammer im Zdhler auf. Weil ein "Minus" vor der

Klammer steht, miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren:

() 2X = 20x= 205+ 200~ 23" + 40x 128 |

i (x—10) i
Im Zihler werden nun gleiche Potenzen zusammengefa/st.
Wir erhalten die gesuchte 2.Ableitung:

~

3
N
Iyl
~u
Q
~N
3
S
S
Q
S
g
3
S
Q
S~
Q.
&
S
g
a
Q
S
S
3
3
Q
3
S
Q
N
12
3
<
=

I
=
N
5
~
Q
B
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung:

Wir haben im vorigen Schritt die 2.Ableitung berechnet:

Nun berechnen wir den Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung.
Praktisch bedeutet dies: Wir ersetzen in der 2.Ableitung alle x durch 4 bzw. 16,
und berechnen dann den Wert dieses Ausdrucks :

""""" 72 7
L /(4) =——=-3
o (4-a0y 216
2 S 1
L f(16)= 2 3=27]26=3:
o (16-10) 216 |

Auswertung des Ergebnisses:
An der Stelle x=4 hat die 2.Ableitung einen negativen Wert, also

hat die Funktion f(x) dort ein Maximum.

An der Stelle x=16 hat die 2.Ableitung einen positiven Wert, also
hat die Funktion f(x) dort ein Minimum.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

________________________________________________________________ -
| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet : :
| |
i x =4 ein Maximum i
! x=16ein Minimum !
| |
{ Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die , l
| — |
| x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x) = % :
| X — |
| |
I 4’ -7-4+6 -6 !
! 4 = - = — = ] |
| 14 4-10 —6 |
| |
| |
! 16°-7-16+6 150 !
I 16 = = = 25 |
| f(16) 1610 6 :
Lo _l
Ergebnis:

a

| Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten : |

i (4/1) ist ein Maximum i

| (16/25) st ein Minimum !

L |

Graph:

-28 -24 -20 16 12 -8 4 0 4 8 12 16 20 24 28
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Losung zu e

Gegeben:| j()- X =3x+2

XX +3x+2

GeSUCht .| Lokale Extrema

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

X 3w+l

i J()=2 +3x+2 i

Lo~ Y IOYTe

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
1

| i |

| (Z(x)j _Z(x) n(x) — z(x)-n'(x) |

= - |

\n(x) [n(x)] :

Es ergibt sich als 1. Ableitung :
L i
: (x2—3x+2) -(x2+3x+2)—(x2—3x+2)~(x2+3x+2) :
: '(X) - 2 :
| X +3x+2 |
e —

Um(x2 -3x+ 2) bzw. (xz +3x+ 2) zu differenzieren, benutzen wir

Jjeweils die Summenregel und die Potenzregel, und erhalten :

st T
| (2x=3)-(x" +3x+2)—(x* = 3x+2)-(2x+3) |

| f(x)= 3 I

! X +3x+2 !
e |

Zihler ausmultiplizieren :
Tttt Tt o TTTToT T Tt o )

2x’ +6x° +4x—3x2—9x—6—[2x3 +3x7 —6x7 —9x+4x+6}

(x2 +3x+2)2
)= 2x 46X +4x—=3x" = 9x—6-2x" = 3x" +6xX° +9x—4x—-6

(x2 +3x+ 2)2

L d
Zdhler vereinf achen :

P B

UL, 6x" =12

: f (X) T, 2 :

! (x +3x+2) !

| |

-~ —
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

[T - |
| Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,

| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

6x’ —12

(x2 +3x+2)2 -0

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler mit Null gleichsetzen :

Diese quadratische Gleichung lésen wir durch umformen nach x:

6x’ =12
x'=2
x:iﬁ

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
B [
6x°—12=0 |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Die 2.Ableitungberechnen:

| Gegeben ist die 1.Ableitung, die wir im vorletzten Schritt berechnet haben: R
N 6 —12 |
: f ’( ) - 5 2 :
l (x +3x+ 2) :
g -

Wir wollen die 2.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

z(x ) = Zdhlerpolynom, n(x)= Nennerpolynom

[Z(x)j " Z(x)n(x) — 2(x)-n'(x)

n(x) [n(x)]2
Es ergibt sich als 2.Ableitung :
T -
| (67 —12) -(x* +3x+2) —(65° —12)-[(;& +3x+2)2:| |
- - a
! [(xz +3x+2) :| !
A -

In der Formel kommen noch zwei Differentiale vor, die wir noch berechnen miissen.

!
Zuerst berechnen wir (6)62 -1 2) , indem wir die Summen- und Potenzregel anwenden:

| D2x-(x2 +3x+2) = (652 = 12)-|(x* +3x+2)
PR RUREI )

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
. E il
l
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Das andere Differential steht am Ende des Zdhlers. Um es zu berechnen,

miissen wir die Kettenregel anwenden. Sie lautet:[g(f(x))} - g'(f(x)) . f’(x)

mit (x2 +3x+ 2) als innerer und x° als dufSerer Funktion :

Wir erhalten ein einfacheres Differential (letzte Klammer im Zdihler),

dass sich mit Hilfe der Summen- und Potenzregel l6sen ldfst:

12x(x 4+ 3x+2) = (607 = 12) - 2(x + 35+ 2) - (2x+ 3)

[(xz +3x+ 2)2 T

Im Nenner wenden wir das 3.Potenzgesetz an: Eine Potenz

wird potenziert, indem die Exponenten multipliziert werden:

12w (34 2) = (637 - 12)2(x + 3w+ 2) (204 3)

(x2 +3x+ 2)4

| weiter auf der ndchsten Seite
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Fortsetzung

| Die letzte Formel auf der vorigen Seite lautete: 1
-1
| . 123 (x* +3x+2) —(6x7 = 12)-2(x* +3x+2) (2x+3) |

n x —

i (x2 +3x+ 2)4 i
e —
Wir kénnen im Zdhler den Term (x2 +3x+ 2) ausklammern:
!_f : (7 + 3w+ 2)[ 12+ (x7 + 36+ 2) = (6x7 = 12)-2(2x + 3) ]
| " — |
: (xz +3x+ 2)4 :
L ______ J
Dadurch kénnen wir den Bruch mit (x2 +3x+ 2) kiirzen
e T
: . X 372 [12x-(x2+3x+2)—(6x2—12)-2(2x+3)]:
| frr x) = |
i x° ¥2 (x2+3x+2) i
.- __ J

'_f(x:]2x(x +3x+2)— (657 —12)-2(2x+3) i
: (xz +3x+ 2) :
e |

|
(x2 +3x+2 )3 :
Im Zdihler den Faktor vor der letzten Klammer beseitigen,
indem wir den Faktor mit der Klammer multiplizieren :

.
12" +36x + 24x—(24x" + 36x° —48x-72) |

|
(x2 +3x+2 )3 :
Nun losen wir die Klammer im Zdhler auf. Weil ein "Minus" vor der

Klammer steht, miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren:
| I 1
|

' 12x° +36x° + 24x—24x" —36x° +48x+72
: f"(x)z 2 3
! (x +3x+2)

Im Zihler werden nun gleiche Potenzen zusammengefa/st.
Wir erhalten die gesuchte 2.Ableitung:

_{

e —12x° +72x+72
! (x2 +3x+2)3
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung:

Wir haben im vorigen Schritt die 2.Ableitung berechnet:
o123 +72x472]

[ (x2+3x+2)3 Ji

Nun berechnen wir den Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung.

Praktisch bedeutet dies: Wir ersetzen in der 2.Ableitung alle x durch +\/§ bzw. —\/E ,
und berechnen dann den Wert dieses Ausdrucks :

i () 12(2) +72-(—\/§)J;72 ) ~12-(2)(2) —723\/§+72 ) _48\5”32 s i
| ((_\/5)2+3(_\/§)+2) (2+3(—\/§)+2) (4—3&) |
rf(\/_ AN 72: -_-]-2--&-3-;-75-(—3-; 72_-in22 1_7}_{_2_:7}: 4842 _+_7_23_ 024078 |
i (\/§2+3\/§+2) (4+3x/§) (4+3x/§) (4+3\/§) i

Auswertung des Ergebnisses:
An der Stelle x=—/2 hat die 2.Ableitung einen negativen Wert, also
hat die Funktion f(x) dort ein Maximum.

An der Stelle x=~2 hat die 2.Ableitung einen positiven Wert, also
hat die Funktion f(x) dort ein Minimum.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

T T STt T T T . T T . T T T T T T T, T T T T T T T T T T T TTTTTTTTT T T -
| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

x = — 2 ein Maximum

x =+~ 2 ein Minimum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die
X' —3x+2

x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete :  f(x)=—
X +3x+2

~ |=33.970563

(-ﬁ)z +3.(—2)+2 C2-3J242 4-32

E /(2)= (-2) -3:(-2)+2 243242 4432

7)< LR )2 (B s () ) (B2)- )]
(V2] +3:(V2)+2 (2) w3 (2)+ (2] (V2)|(V2)+3+(¥2)]
e N e ) e A P gy
(Pl )l (s s T |
Ergebnis

| Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten —E
|
(—\/E /- 33.970563) ist ein Maximum !
I
|
|

(\/5 / —0.0294372) ist ein Minimum
L

40 | /\
50

10-9-8-7-65432-10123458678 910
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Losung zu 1f

. _ X
Gegeben:| s(x)- ¥ +12x+16

Gesucht :| Lokaie Extrema

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

. i
| X |

X)=
:f( / x2+]2x+16:
[ -
Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
Tt TTT T T T T 7
| |
| (z(x)} _Z(x)n(x) — z(x)-n'(x) |
| - |
 Ln(x) [n(x)) |
o
Es ergibt sich als 1.Ableitung :
M-t T TTT T TTT oo oo T oo .
[ ' r |
:f( ) (x) -(x* +12x+16)—x-(x" +12x+16) |
| ! XxX)= |
i (x* +12x+16) i
L -
Um (x2 +12x+16 ) zu differenzieren, benutzen wir die Summen — und Potenzregel :
N Bl
:f( 1-(x* +12x+16)-x-(2x+12) |
L (x) = [
| (x* +12x+16) |
b o
Die Klammern im Zdhler ausmultiplizieren :
Tttt TT Tttt Tttt Tt T 1
! X+ 12x+16 -] 227 +12x] |
(%)= |
|
|

(x* +12x+16) |

Eckige Klammer auflosen : Wegen dem Minus vor der eckigen
Klammer miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :
r- T T T T T T T T T T T T T T T T T T T _:

|

l X +12x+16-2x" —12x

| f'(x) |
| (< +12x+16) |
| |
e -
Im Zdhler die Ausdriicke sortieren und zusammenfassen :
=

| 2 |

U, 16 —x |
(%)= 5!

| (x* +12x+16) |
e -
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

| Um die Nullstellen der 1. Ableitung zu berechnen, miissen wir die . Ableiung,

| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

16 — x°

(x* + 12x+16) -0

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.

Wir miissen daher den Zihler gleich Null setzen :
16—-x" =0

Wir lésen die Gleichung, indem wir die Gleichung nach x° auflosen :
16 = x°

Wir ziehen auf beiden Seiten die Wurzel :

x =14
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Die 2.Ableitungberechnen:

| Gegeben ist die 1.Ableitung, die wir im vorletzien Schritt berechnet haben : o
o 16—x
S (x)= T |
! (x*+12x+16) |
e —

Wir wollen die 2.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

z(x ) = Zdhlerpolynom, n(x)= Nennerpolynom

(Z(x)j " Z(x)n(x) — 2(x)-n'(x)
n(x) [n(x)]2

Es ergibt sich als 2.Ableitung :

Ef,,(x):(16—x2)’-(x2+]2x+16)2—(16—x22)2-[(x2+12x+16)2} E
| [(xz +12x+]6) } |

In der Formel kommen noch zwei Differentiale vor, die wir noch berechnen miissen.

!
Zuerst berechnen wir (1 6—x° ) , indem wir die Summen- und Potenzregel anwenden:

E . “2x-(x +12x+16) —(16—x2)-2[(2x2 +12x+16)1
| [(xf +12x+16) }

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
L R i
l
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Das andere Differential steht am Ende des Zdhlers. Um es zu berechnen,

miissen wir die Kettenregel anwenden. Sie lautet:[g(f(x))} - g’(f(x)) . f’(x)

mit (x2 + 12x+]6) als innerer und x° als dufSerer Funktion :

Wir erhalten ein einfacheres Differential (letzte Klammer im Zdihler),

dass sich mit Hilfe der Summen- und Potenzregel l6sen ldfst:

2xe (¥ +12x+16) —(16-x)-2(x* +12x+16)-(2x +12)

[(x2 L 2x+ 16)2}2

Im Nenner wenden wir das 3.Potenzgesetz an: Eine Potenz

wird potenziert, indem die Exponenten multipliziert werden:

2xe(x +12x+16) —(16—x*)-2(x* + 12x+16)-(2x + 12)

(x* +12x+16)

| weiter auf der ndchsten Seite
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Fortsetzung
| Die letzte Formel auf der vorigen Seite lautete: i
reeT T T, T T TTTT T TTTT o T TTTT T T TTTTT ST TTTT T T T -

| 2xo( +12x+16) —(16-%°)-2(x +12x+16) - (2x+ 12) |

: f”(X) - 4 :

| (x* +12x+16) |

- —

iuf”(x):-—2x~(x24—]2x4—16)—(]6?—x2)-2-(2x—k]2j}

(x* +12x+ 16)

Tttt T T T T T T T T, T T . T TTT T TTT T T TTT T T T T 1

[ —2x7 = 24x7 —32x —64x — 384 + 4x° + 24x°
: f”(x) = 3
(x2+12x+16)

I Wir erhalten die gesuchte 2. Ableitung:

| mmm e S

i 2x' —96x— 384 !
::f”(x)= 2 T
H (x* +12x+16) |
S —
L _

Copyright by Josef Raddy (www.mathematik.net)



Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung:

Wir haben im vorigen Schritt die 2.Ableitung berechnet:

N 2% —96x—384 |
! S (x)= 2 7
. (x +12x+]6) .
I _

Nun berechnen wir den Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung.

Praktisch bedeutet dies: Wir ersetzen in der 2.Ableitung alle x durch +2 bzw. =2,
und berechnen dann den Wert dieses Ausdrucks :

}_}_E;)' _247-964-384 640 _ 640 __ I |
| (4 +12-4+16) 512000 512000 800 |
II__::::::::::::::::::::::::::::::::::::: ______ _l

_2(4) -96-(—4)-384 _ -128 I
((—4)2+12-(—4)+16)3 —4096 32

Auswertung des Ergebnisses:
An der Stelle x=4 hat die 2.Ableitung einen negativen Wert, also

hat die Funktion f(x) dort ein Maximum.

An der Stelle x=—4 hat die 2.Ableitung einen positiven Wert, also
hat die Funktion f(x) dort ein Minimum.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Losungsmethode 2.Ableitung

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| D T R T -1
| Wir haben bereits x - Koordinaten der Extrema berechnet :

x = —4 ein Minimum
x =4 ein Maximum

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x) = 2;
x +12x+16
f(-4)=———= = _1_10.25
(-4) +12-(-4)+16 —16 4
f(4) =———= 4 _1_10.05
L __4x12:4x16_80_ 20 o _____ 1

! Die Extrema der Funktion haben folg ende Koordinaten —!
(—4 /0. 25) ist ein Minimum i

|

( 41/0. 05) ist ein Maximum !

Hinweis:

Das x=4 ein Maximum ist, kann man am Graphen schwer erkennen, da die Funktion fiir x>4 nur sehr langsam fallt.
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Copyright by Josef Raddy (www.mathematik.net)

6

oo



