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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Finde lokale Extrema der gebrochen rationalen Funktionen.

Versuche die Aufgaben zunachst mit der ,,Methode der 2.Ableitung®“.

Du wirst feststellen, dass bei jeder Aufgabe mindestens eine Stelle vorliegt,
bei der die “Methode der 2.Ableitung“ versagt (2.Ableitung gleich Null).
Berechne diese problematischen Stellen mit der Grenzwertmethode.

Da sich die Sattelstellen hierbei automatisch ergeben, ermittel auch die Sattelpunkte.

X —=9x* +27x-27 1 Extremum

1a) f(x)= x—1 1 Sattelpunkt

X' =3x" +3x-1 1 Extremum
1b) f(x)= x+1 1 Sattelpunkt

x> 1 Extremum

1e) Ji(x)= X+2 1 Sattelpunkt
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Losung zu1a

X —9x? +27x-27
x—1

Gegeben:| 7(x)=

Gesucht:| Lokaie Extrema, Sattelpunkte

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

(ﬂj | 2x)n(x) — 2(x)n'(x)

(x=1)

(35" —18x+27)-(x=1)—(x' = 9x" + 27x - 27)-1

| |

| |

| fr x)= |
e (x-1y |
U, _

Das Ausmultiplizieren der beiden ersten Klammern ergibt :

T T T -
| 35’ = 3x7 —18x7 +18x+27x— 27 —(x' = 9x7 +27x-27) |
| f’ x)= |
I I
| |

(x=1)
Klammer im Zdhler auflosen : Wegen dem Minus vor der Klammer

miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :

-ttt TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT T T T T -1
' . C3x7 =3x7 —18x" +18x+27x—27 - x +9x° —27x+ 27 |

| (x-1) |

L _
Im Zdhler gleiche Potenzen zusammenfassen :

1

' 2%’ —12x7 +18x |

() = T

| (1)

L -
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

i Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,
| die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

2x’ —12x7 + 18x B

(1)

0

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler gleich Null setzen :

2% —12X° +18x =10
Wir klammern x aus und erhalten :
x(2x" —12x+18)=0
Wir erhalten die erste Losung x =0, wenn wir uns an den Satz erinnern :
Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist.
Die iibrigen Losungen ergeben sich, wenn man die Klammer mit Null gleichsetzt :

2x = 12x+18=0

Wir losen diese quadratische Gleichung mit Hilfe der Losungsformel:

bip —dac _~(-12)2\(-12) =4:2:18 1241 —144 12

x -_ :—:3
L2 2a 2.2 4 4

I_Wir erhalten als Ergebnis, dass |X =0 | und |X = 3| die Nullstellen der 1.Ableitung sind.J
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Die 2.Ableitungberechnen:

Gegeben ist die 1. Ableitung, die wir im vorletzten Schritt berechnet haben :

Wir wollen die 2.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

{M] = Zi(x)-n(x) = 2(x)-n'(x) z(x ) = Zdhlerpolynom, n(x)= Nennerpolynom

n(x) [n( X )]2
Es ergibt sich als 2.Ableitung :

In der Formel sind noch zwei Differentiale zu finden, die wir berechnen miissen.

Zundchst berechnen wir das Differential (2x3 —12x +1 8x), .

Mit Hilfe der Summen - und Potenzregel erhalten wir das Ergebnis :

Jetzt ist in der Formel nur noch ein Differential vorhanden:[(x — ])Z}

Zur Berechnung des Differentials benétigen wir die Kettenregel:[g(f(x)ﬂ = g'(f(x)) . f’(x)

mit (x — ])als innerer und x° als dufSerer Funktion.

Jetzt ist zwar immer noch ein Differential vorhanden, doch dieses ldf3t sich

leicht berechnen, indem wir Summen- und Potenzregel anwenden: (x -1 )' =]

Im Nenner wenden wir das 3.Potenzgesetz an: Eine Potenz

wir potenziert, indem die Exponenten multipliziert werden:

Auf der ndchsten Seite geht es weiter :
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Fortsetzung

Auf der letzten Seite sind wir bis zu folgender Formel gekommen:

ey |
Im Zihler kénnen wir (x -1 ) ausklammern:
o

i ()= (x=1)-[ (6 —24x+]8)~(x—]4)—(2x3 —12x” +18x)-2 | i
o Gt |
Nun konnen wir den Bruch mit (x -1 ) kiirzen:

oo

i 7(5) (6x7 = 24x+18)-(x—1)—(2x* = 12x +18x)- 2 i

| |

Im Zdhler multiplizieren wir die letzte Klammer mit dem Faktor 2,

der hinter der Klammer steht:

Wegen dem Minuszeichen vor der Klammer,

kehren sich alle Vorzeichen in der Klammer um:

L __ |
Wir fassen gleiche Terme zusammen, und erhalten die gesuchte 2.Ableitung:
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung:

Wir haben im vorigen Schritt die 2.Ableitung berechnet:
L SRSty S iiibeb T

|

|

Nun berechnen wir den Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung.
Praktisch bedeutet dies: Wir ersetzen alle x in der 2.Ableitung durch 0 bzw. 3,
und berechnen dann den Wert dieses Ausdrucks :

oy 207 —6-0°+6-0-18 18 ]
| (0) = 3 = ] =18
I (o) N
r};(_;)t 2:3-6-3+46-3-18_0_

| (3-1y 8

[ e 1
Auswertung :

Die Stelle x=0 ist "Nullstelle der 1.Ableitung"
und die 2.Ableitung hat dort einen positiven Wert.

Daher liegt an der Stelle x=0 ein Minimum vor.

An der Stelle x=3 hat die 2.Ableitung den Funktionswert Null.

Dies bedeutet, dass die Methode der 2.Ableitung hier versagt, und

wir nicht wissen, ob ein Minimum, Maximum oder Sattelpunkt vorliegt.
Wir miissen diese Stelle mit einer anderen Methode néher untersuchen
und benutzen dazu die Grenzwertmethode (siehe ndchste Seite) .

Copyright by Josef Raddy (www.mathematik.net)



Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Grenzwertmethode anwenden

Fiir die Stelle x=3 hatte die "Methode der 2.Ableitung" kein Ergebnis gebracht.

Wir wenden daher fiir x=3 die Grenzwertmethode an.
Dazu setzen wir 3—Ax bzw. 3+Ax in die 1.Ableitung ein, und vereinfachen

die enstehenden Terme mit Hilfe der binomischen Formeln:

A i (e
Ff(3— = 5 !
M (G-)-1) |
| _6(ax) —2(a) |
) |
| _ (A" [6-2(a0)] §
| (20 |
B ) N a
S o I |
RN 2(3+Ax) — 12(3+Ax) +18(3+Ax) |
L3+ = > !
M (01 |
| 6(Ax) +2(Ax) |
i (2t i
| _ (&) [6+2(av)] §
| (2+Ax)’ |
N a
N o2 A |
Auswertung :

Sowohl vor als auch nach der Stelle x=3 steigt die Funktion,
daher muf} die Funktion f(x) an der Stelle x=3 einen Sattelpunkt haben.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten des Extremums bzw. Sattelpunktes berechnet :
x = 0 ein Minimum
x =3 ein Sattelpunkt

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die
X =9x? +27x-27

x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete :  f(x) =

x—1
_0°-9.0°+27-0-27 27 _ 2
7(0)= 0-1 - !
3-9-3+27-3-27 0
f(3) = >=lol
-t
Ergebnis:

| [ Das Extremum bzw. der Sattelpunkt der Funktion hat folg ende Koordinaten : 3

i (0/2 7) ist ein Minimum i
i_ (3/0) ist ein Sattelpunkt |

8 7 6 5 4321012 3 456 7 8
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Losung zu1ib

X =3x7 +3x-1

x+1

Gegeben:| 7(x)=

Gesucht:| Lokaie Extrema, Sattelpunkte

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

pommm—mmmmmmmmmm e
! 3% +3x-1]

i I(x)= X x ] X i

Lo SR 1

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
-ttt T -1

| |

| [Z(x)j _Z(x)n(x) — z(x)n'(x) |

| - |

| \n(x) [n(x)] :
e

Es ergibt sich als 1.Ableitung :

[~ TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT i

i (x3—3x2+3x—]) -(x+])—(x3—3x2+3x—])~(x+])l i

| f'(x) = |

| (x+1) |
S d

Um (x3 -3+ 3x—]) bzw. (x+ 1) zu differenzieren, benutzen wir

jeweils die Summen —und die Potenzregel, und erhalten :

=

if’( ) (3x2—6x+3)-(x+1)—(x3—3x2+3x—1)-1i
X)=

| (x+1) |

L _l

Die beiden ersten Klammern ausmultiplizieren :

T ooo oo -

if,( 3x? +3x7 =637 —6x+3x+3-(x" =3x" +3x-1) |
X)=

| (x+1) |

L 1

Klammer auflosen : Wegen dem Minus vor der Klammer
miissen wir alle Vorzeichen in der Klammer umkehren :

-ttt TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT T T 1
Lo 3¢ +3x7 —6x" —6x+3x+3-x" +3x" - 3x+1|
L f (x) - 2 '
| (x+1) |
L |
Im Zdhler die Ausdriicke sortieren und zusammenfassen :
IR 1

' 2x' —6x+4 |

()=

| (x+1)" |

L |
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

i Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

2x° —6x+4
=0
(x+])

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zdhler gleich Null setzen :

2x'—6x+4=0
Wir teilen die Gleichung durch 2, wodurch kleinere Koeffizienten entstehen,
x'=3x+2=0

Da man in der Schulmathematik die Losungsformel fiir Gleichungen 3.Grades nicht lernt,
miissen wir eine andere Methode versuchen, um diese Gleichung 3.Grades zu losen.

Wir erinnern uns an einen Satz aus der Alg ebra : "Falls eine ganzrationale Funktion
| ganzzahlige Lésungen hat, dann sind sie unter den Teilern des Absolutgliedes
i zu finden". Wir l6sen die Gleichung also durch Probieren, indem wir die " Teiler des

I Absolutgliedes" (1,2,—1 und —2) der Reihe nach in die Gleichung einsetzen :

Wir erhalten als Ergebnis, dass |x = =2 und x = 1| Nullstellen der 1.Ableitung sind.

Da eine Gleichung 3.Grades aber aber drei Losungen haben kann, miissen wir nach weiteren méglichen
Losungen suchen. Weil x = 1 und x = —2 Losungen sind, konnen wir (x—1)-(x+2)= (x2 +x - 2)

aus der Gleichung 3.Grades abspalten. Dazu teilen wir die Gleichung 3.Grades durch (x2 +x - 2) :
(x-1)(x+2)
(x3 —3x+2) : (x2 +x—2):(x—])
Die Gleichung 3.Grades kann man also schreiben als :
(x—1)(x—1)(x+2)=0

Nun kénnen wir die Losungen x = I und x = -2 ablesen, indem wir den Lehrsatz benutzen :
Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist.

| Wir erhalten als Ergebnis, dass |X =-2 | und |X = 1| die Nullstellen der 1.Ableitung sind.

L e e s ___ |
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Die 2.Ableitungberechnen:

Gegeben ist die 1.Ableitung, die wir im vorletzten Schritt berechnet haben :

| 1
| I(X)ZM:

Wir wollen die 2.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

{M) = Zi(x)-n(x) = 2(x)-n'(x) z(x ) = Zdhlerpolynom, n(x)= Nennerpolynom

n(x) [n(x)]2
Es ergibt sich als 2.Ableitung :
VS,
! 2x’ —6x+4 -(x+1)2— 2" —6x+4)-| (x+1) | !
P e el
] LS |

In der Formel sind noch zwei Differentiale zu finden, die wir berechnen miissen.
Zundchst berechnen wir das Differential (2x3 —-6x+4 ) .

Mit Hilfe der Summen - und Potenzregel erhalten wir das Ergebnis :

!

Jetzt ist in der Formel nur noch ein Differential vorhanden:[(x +1 )2}

Zur Berechnung des Differentials benétigen wir die Kettenregel:[g(f(x)ﬂ = g'(f(x)) . f’(x)

mit (x +1 )als innerer und x° als dufSerer Funktion.

Jetzt ist zwar immer noch ein Differential vorhanden, doch dieses ldf3t sich

leicht berechnen, indem wir Summen- und Potenzregel anwenden: (x +17 )' =]

Im Nenner wenden wir das 3.Potenzgesetz an: Eine Potenz

wir potenziert, indem die Exponenten multipliziert werden:

Auf der ndchsten Seite geht es weiter :
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Fortsetzung
Auf der letzten Seite sind wir bis zu folgender Formel gekommen:
] (6x —6)-(x+])2—(2x3—6x+4)-2(x+])—i
| fu(x) — |
: (x + ]) :
S S 4

o mmmmm oo
if”( (1) [(6x7=6)-(x+1)=(2x" ~6x+4)-2] i
o e ) |
Nun konnen wir den Bruch mit (x +/ ) kiirzen:

o

if”( )_(6x ~6)-(x+1)—(2x" —6x+4)-2 |

: (x+1) :

L N ___ 4

Im Zdhler multiplizieren wir die letzte Klammer mit dem Faktor 2,

der hinter der Klammer steht:

o 6+’ +6x —6x—6—(4x' —12x+8) |
S (x)= ; |
| (x + 1) |
S A |

Wegen dem Minuszeichen vor der Klammer,

kehren sich alle Vorzeichen in der Klammer um:

| i\ 60X +6x —6x—6—4x +12x-8 |

| (x ) - |

I o) ]

Wir fassen gleiche Terme zusammen, und erhalten die gesuchte 2.Ableitung:
| 26 6% 46514 |

| (x ) = 3 |

[ (x +1 ) |
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung:

Wir haben im vorigen Schritt die 2.Ableitung berechnet:
L Bl Sttty n

|

|

_2x3 +6x°+6x—14
- 3 I
L (x+]) !

Nun berechnen wir den Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung.
Praktisch bedeutet dies: Wir ersetzen alle x in der 2.Ableitung durch —2 bzw. I,

und berechnen dann den Wert dieses Ausdrucks :

:r " 2)_2-(—2)3+6-(—2)2+6~(—2)—]4_—]8_18—!
| N+1Y —1 |
I (o) L) I ]
:rf,,(])zzf +6-1° +6-I—14:Q:0_!
| (1+1) 8
- - ___ _

Die Stelle x==2 ist "Nullstelle der 1.Ableitung"
und die 2.Ableitung hat dort einen positiven Wert.

Daher liegt an der Stelle x=—2 ein Minimum vor.

An der Stelle x=1 hat die 2.Ableitung den Funktionswert Null.

Dies bedeutet, dass die Methode der 2.Ableitung hier versagt, und

wir nicht wissen, ob ein Minimum, Maximum oder Sattelpunkt vorliegt.
Wir miissen diese Stelle mit einer anderen Methode néher untersuchen
und benutzen dazu die Grenzwertmethode (siehe ndchste Seite) .
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Grenzwertmethode anwenden

Fiir die Stelle x=1 hatte die "Methode der 2.Ableitung" kein Ergebnis gebracht.

Wir wenden daher fiir x=1 die Grenzwertmethode an.
Dazu setzen wir [+Ax bzw. I-Ax in die 1.Ableitung ein, und vereinfachen

die enstehenden Terme mit Hilfe der binomischen Formeln:
-

2(1+Ax) - 6(1+Ax)+4 .
((1+ax)+ 1Y

6(Ax) +2(Ax)

(2+v)

_0 x0T positiv
4

Auswertung :
Sowohl vor als auch nach der Stelle x=1 steigt die Funktion (1.Ableitung positiv),
daher mufs die Funktion f(x) an der Stelle x=1 einen Sattelpunkt haben.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

! | Wir haben bereits x - Koordinaten des Extremums bzw. Sattelpunktes berechnet :
x =—2 ein Minimum
x =1 ein Sattelpunkt

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die

|

|

|

|

|

|

|

| x'=3x" +3x-1
| x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x)= ;

' x+
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

(-2) -3-(-2)" +3-(-2)-1 -27 27

/(-2)= (=2)+1 T

17" -3.17+3.1- 1 0
1_{_(_12 _________ I+1 2 @ ________________________________________
Ergebnis:

| [ Das Extremum bzw. der Sattelpunkt der Funktion hat folg ende Koordinaten : 3

i (_2 /27) ist ein Minimum i
: (] / Q) ist ein Sattelpunkt i
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Losung zuic

3

Gegeben:| 7(x)=

X
x+2

Gesucht:| Lokaie Extrema, Sattelpunkte

1.Ableitung berechnen:
Gegeben ist die Funktion :

L

| f(x)=—— |

L2

Wir wollen die 1.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :
I -1
| i |
| [Z(x)j _z'(x) n(x) — =z(x)-n'(x) |
| - |
| \n(x) [n(x)] :
-
Es ergibt sich als 1.Ableitung :
N )

! ' (x3) (x+2)—(x3) (x+2) !
f(x)= ; !

| (x + 2) |
L -
Um (xs) zu differenzieren, benutzen wir die Potenzregel.‘(x3 )’ =3x" :
NN
s 3x° (x+2)—(x3) (x+2) !

L f (x) = |

| |

| (.x + 2) |

L |

| |
| |
| fr x)= |
STy
Die Klammer ausmultiplizieren :
A

. 3 +6x° —x° |

i f ( ) - 2 i
L S

Im Zdhler die Ausdriicke sortieren und zusammenfassen :
- Tt 1

. 2%’ +6x7 |

i f ( ) - 2 i

! (x+2) |
L _l
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

| Um die Nullstellen der 1.Ableitung zu berechnen, miissen wir die 1.Ableitung,
die wir auf der vorigen Seite berechnet haben, mit Null gleichsetzen :

2x° +6x°
(x+ 2)2

Der Bruch wird Null, wenn der Zdhler zu Null wird.
Wir miissen daher den Zihler gleich Null setzen :

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

:

! 2%’ +6x° =0

|

| Wir konnen x’ ausklammern :

|

! x° (2x +6 ) =0

|

|

|

| Nun benutzen wir den Satz : " Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der
i Faktoren gleich Null ist". Die erste Losung konnen wir nun ablesen :
| Sie lautet x = (. Eine weitere Losung findet man, wenn man die Klammer mit
| Null gleichsetzt :
|
|
|
l 2x+6 =0
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Wir subtrahieren 6 auf beiden Seiten :

2x=-6

Wir teilen die Gleichung durch 2 :

e e = e ___C |
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Die 2.Ableitungberechnen:

Gegeben ist die 1.Ableitung, die wir im vorletzten Schritt berechnet haben :

Wir wollen die 2.Ableitung bilden, und benutzen dazu die Quotientenregel :

{ﬂ] " z(x)n(x) — =(x)-n'(x)
n(x) [n(x)]2

Es ergibt sich als 2.Ableitung :

In der Formel sind noch zwei Differentiale zu finden, die wir berechnen miissen.

Zundchst berechnen wir das Differential (2x3 +6x° )' .

Mit Hilfe der Summen - und Potenzregel erhalten wir das Ergebnis :

!

Jetzt ist in der Formel nur noch ein Differential vorhanden:[(x +2 )2}

Zur Berechnung des Differentials benétigen wir die Kettenregel: [ g ( f (x))} =

mit (x + 2)als innerer und x° als duferer Funktion.

(637 +12x)-(x+2) =(2x" +6x7)- 2(x+2)-(x+2)

Ef”(X)=

Jetzt ist zwar immer noch ein Differential vorhanden, doch dieses ldf3t sich

leicht berechnen, indem wir Summen- und Potenzregel anwenden: (x + 2)’ =]

(6x7 +12x)-(x+2) = (2’ +6x2)-2(x+2)-1—l

Ef”(X)=

Im Nenner wenden wir das 3.Potenzgesetz an: Eine Potenz

wir potenziert, indem die Exponenten multipliziert werden:

|
i frr( X) —
|
Auf der ndchsten Seite geht es weiter :
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Fortsetzung

Auf der letzten Seite sind wir bis zu folgender Formel gekommen:

(6x2 +12x)-(x+2)2 —(2x3 +6x2)-2(x+2)—:l

if”(X)=

N h
if”( :(x+2)-[(6x2+]2x)~(x+2)—(2x3+6x2)-2Ji
o (re2) |
Nun konnen wir den Bruch mit (x + 2) kiirzen:
oo

if”( :(6x2+12x)-(x+2)—(2x3+6x2)-2i

: (x+2) :
L 1

Im Zihler multiplizieren wir die letzte Klammer mit dem Faktor 2,

der hinter der Klammer steht:

Wegen dem Minuszeichen vor der Klammer,

kehren sich alle Vorzeichen in der Klammer um:

[ g 6X 120 4126 + 24x— 4% — 126 |

| (x ) - |

A e |

Wir fassen gleiche Terme zusammen, und erhalten die gesuchte 2.Ableitung:
| gy 2 120 4 24x |

| (x ) = 3 :

! (x + 2) !
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung:

Wir haben im vorigen Schritt die 2.Ableitung berechnet:

A 0k

3 |
| (x + 2 ) |
Nun berechnen wir den Wert der 2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung.
Praktisch bedeutet dies: Wir ersetzen alle x in der 2.Ableitung durch 0 bzw. -3,

und berechnen dann den Wert dieses Ausdrucks :

:r}_ E ) _)_ : 2 _(_—_3_)3_ 1_1_2_-_(_—_352_ +24 -_(_—_3_) ___ 544108 _—_7_2_: _ 1_8_:_]:9_!
| - - - - - |
L ________________________________(_____3__4___323_____________ ST == £j§ :'__2_)_3 _____ j{ - == _i
s 2:0°+12:0°+24-0 0|
| A (0) = 3 = g =0 I
o2y 8 i

Die Stelle x=-3 ist "Nullstelle der 1.Ableitung"
und die 2.Ableitung hat dort einen positiven Wert.

Daher liegt an der Stelle x=—3 ein Minimum vor.

An der Stelle x=0 hat die 2.Ableitung den Funktionswert Null.

Dies bedeutet, dass die Methode der 2.Ableitung hier versagt, und

wir nicht wissen, ob ein Minimum, Maximum oder Sattelpunkt vorliegt.
Wir miissen diese Stelle mit einer anderen Methode néiher untersuchen
und benutzen dazu die Grenzwertmethode (siehe ndchste Seite) .
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

Grenzwertmethode anwenden

Fiir die Stelle x=0 hatte die "Methode der 2.Ableitung" kein Ergebnis gebracht.

Wir wenden daher fiir x=1 die Grenzwertmethode an.
Dazu setzen wir 0+Ax bzw. 0—Ax in die 1.Ableitung ein, und vereinfachen

die enstehenden Terme mit Hilfe der binomischen Formeln:
il
2(0+Ax)" +6(0+Ax)’

SO == s+ 2y

0" +0"

((0-Ax)+2)
2(-Ax) +6(-Ax)
(o
() [2(-Ax) +6]
(2-&)

Auswertung :
Sowohl vor als auch nach der Stelle x=0 steigt die Funktion (1.Ableitung positiv),
daher muf} die Funktion f(x) an der Stelle x=0 einen Sattelpunkt haben.
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Extrema gebrochen-rationaler Funktionen: Grenzwertmethode

y-Koordinaten der Extremaberechnen:

| Wir haben bereits x - Koordinaten des Extremums bzw. Sattelpunktes berechnet : 3
x = =3 ein Minimum
x =0 ein Sattelpunkt

Um die y - Koordinaten der Extrema zu berechnen, setzen wir die
3

|

|

|

|

|

|

|

| x
| x - Koordinaten in die gegebene Gleichung ein, welche lautete : f(x) = )
|

|

| (-3)  -27

| f(=3)= -=L-127

i f=3)=35 =

|

|

|

! 0’ 0

| = = — =

L{_(_E___Q_tg___g___@_ __________________________________________ 1
Ergebnis:

| [ Das Extremum bzw. der Sattelpunkt der Funktion hat folg ende Koordinaten . |

i (=3/27) ist ein Minimum i

. (010) istein Sattelpupit |
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